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Preface 1

Preface

これは, 筆者が 2003年 11月京都大学と 2004年 10月東京大学で行なった大学院生向けの集中講義の講義ノート
である。それ以外でも, 2004年から 2005年にかけて信州大学の大学院生およびトポロジストにも聞いてもらった。
目標としたのは, まずホモトピー (余)極限に慣れ親しむこと, そしてそのための (co)simplicial techniqueの練習

である。Goodwillie calculusには様々なホモトピー極限が使われ, それらの間の関係も必要になる。丁度良い題材だ
と思ったわけである。そこでこのノートでは, ホモトピー (余)極限について講義では触れなかったことを大幅に加
筆した。特に, ホモトピー (余)極限のホモトピー不変性については講義で全く触れなかったのは反省している。
もちろん Goodwillie calculusを始めとして, 「関手の微積分」そのものが現代の代数的そして幾何学的トポロ

ジーで重要なテクニックとなっている。AroneやWeissの仕事を知っておいて損はない。そこで後半は Goodwillie
流の「関手の微積分」を行なうための基礎となることについて, できるだけ簡潔にまとめた。Goodwillieの証明が
分り辛いと思ったところは, ホモトピー極限のホモトピー・スペクトル系列を用いたりして, できるだけ見通しがよ
くなるようにしたつもりである。
しかしながら, 筆者は Goodwillieの論文を読んだとき, テクニックよりも「関手の微積分」という発想, そして

そのような発想ができる自由な精神に感銘を受けた。日本のトポロジストの中からも新鮮なアイデアがどんどん出
てくるようになって欲しい, と思う。
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Chapter 1

関手の微積分とは何か?

関手の微積分 (calculus of functor) とは, GoodwillieによりWaldhausenの空間の代数的 K 理論 [Wal78c, Wal79]
を解析するために開発されたテクニック [Goo90, Goo92, Goo03]に基づくものである。Calculus (初歩の微積分)で
関数を調べるように関手を調べることにより, その関手の値として得られる空間 (object)に関する情報が得られる。
Weissの論文 [Wei96]によると, Goodwillieは 80年代には “関手の微積分” のアイデアを着想していたらしいが, そ
のことが可能であることは既に 1970年代の多重ループ空間の研究により示唆されている。まずはその例から始める
ことにしよう。

1.1 多重ループ空間のモデル
基点付き空間X 上の多重ループ空間

ΩnX = Map∗(S
n, X) = {f : Sn −→ X | f(∗) = ∗}

は写像空間の中では最も基本的なものであるが, X が十分 suspensionを持つとき, つまり ΩnΣnX という形のもの
については 1970年代までの研究により良く分っている。その結果を述べるために次の概念が必要である。

Definition 1.1.1. Little n-cubeとは, In から In への写像

c : In −→ In

で, 各 iについて i番目の辺を i番目の辺に平行に (辺ごとに) 向きを保って写すアフィン写像のことである。コン
パクト開位相により

Cn(1) = {c | little n-cube}

を位相空間にする。そして高々面でしか交わっていない j 個の cubeの成す空間

Cn(j) = {(c1, · · · , cj) ∈ Cn(1)j | Im ci1(IntIn) ∩ Im ci2(IntIn) = ∅ if i1 6= i2}

を j little n-cubeの成す空間という。

c1

c2
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このような空間が n重ループ空間の性質と深い関係にあるということは, 例えば

π0(ΩnX) = πn(X, ∗) = [(In, ∂In), (X, ∗)]

であることから分かる。ホモトピー群 πn(X)が n ≥ 2のときに Abel群になるということは, ホモトピー論の教科
書では上の絵を使って説明してあるのである。すなわち

f g -
f

g
-

g

f

- g f

といった感じの絵である。これは Cn(2)の中の道と考えることができ, n ≥ 2ならば Cn(2)が弧状連結であるという
ことから πn(X, ∗)が可換, つまり ΩnX がホモトピー可換な Hopf空間であることが従う。Cn(j)のより詳しい情報
から ΩnX の性質を調べることができる, と考えたのが Boardmanと Vogt [BV68, BV73]である。Boardman-Vogt
の導入したこの little n-cubeの空間 Cn(j)を用いて, Mayは次の結果を証明 [May72]している。
Theorem 1.1.2 (Approximation Theorem). X を基点 ∗を持つ位相空間とする。

∐
j Cn(j)×Σj X

j 上の同値関係
∼を次の関係で生成されたものとする。

(c1, · · · , cj ;x1, · · · , xi−1, ∗, xi+1, · · · , xj)
∼ (c1, · · · , ci−1, ci+1, · · · , cj ;x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xj).

この同値関係を用いて Cn(X)を

Cn(X) =

 ∞∐
j=0

Cn(j)×Σj X
j

/
∼

で定義する。ただし Σj は j 次の対称群であり, Cn(j)とXj に permutationで作用している。
すると, X が弧状連結で基点が非退化なとき次の弱ホモトピー同値

Cn(X)'
w

ΩnΣnX

がある。
ここで, 基点を保つ写像 f : X −→ Y が弱ホモトピー同値であるとは, f が任意の iに対しホモトピー群の同型

f∗ : πi(X) −→ πi(Y )

を誘導することである。
この弱ホモトピー同値, というより Cn(X)の構成を見てみると C∞ 級関数の (原点の周りの)Taylor展開

f(x) =
∞∑
j=0

1
j!
djf

dxj
(0)xj

によく似ていることに気がつくだろう。つまり
• Cn(j)は関手 X 7−→ ΩnΣnX の “j 次微分係数”

• Σj の作用で割ることは, 関数では |Σj | = j!で割ること

• 空間の直積は, 関数では実数の積

• · · ·
などである。
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1.2 関数の微積分との比較
さて, ある圏 C から別の圏 Dへの関手

F : C −→ D
があったとしよう。この関手に対し微積分と類似の操作を行なうことを考えよう。そのためには, まず C や Dでは
極限が取れる必要があるだろう。また二つの objectに関する四則演算も必要である。微分ができなくても差分ぐら
いはできてほしいので, 少なくとも差は必要である。
一般にある圏で二つの object X と Y を比較する場合はmorphism f : X −→ Y を考える。位相空間の圏では “

差”の候補としては, まずホモトピーファイバーが考えられる。
Definition 1.2.1. 連続写像 f : X −→ Y と y0 ∈ Y に対し

hofiber(f)y0 = {(ω, x) ∈ Map(I, Y )×X | ω(0) = y0, ω(1) = x}

を f の y0 上のホモトピーファイバーという。
Remark 1.2.2. ホモトピーファイバーは次の pull-backで定義されていることに注意する:

hofiber(f)y0 Py0Y

X Y

//

�� ��

p

//f

ここで
Py0Y = {ω : I −→ Y | ω(0) = y0}

であり p(ω) = ω(1)である。よく知られているように

p : Py0Y −→ Y

は (Hurewicz) fibrationであり, その (y0上の) fiberは y0を基点とする Y のループ空間 ΩY である。連続写像によ
る pull-backは fibrationを保つから

ΩY −→ hofiber(f)y0 −→ X

という fibrationを得る。よってホモトピー群の完全列

· · · −→ πn(ΩY ) −→ πn(hofiber(f)y0) −→ πn(X) −→ πn−1(ΩY ) −→ · · ·

を得る。πn−1(ΩY ) = π0(Ωn−1ΩY ) = π0(ΩnY ) = πn(Y )だから

· · · −→ πn+1(Y ) −→ πn(hofiber(f)y0) −→ πn(X)
f∗−→ πn(Y ) −→ · · ·

という完全列を得る。hofiber(f)y0 が可縮ならば f∗ は同型となり, この意味で hofiber(f)y0 はホモトピー群で測っ
たX と Y の差であると言える。
ホモトピー群ではなくホモロジー群で差を測ろうと思うとホモトピーコファイバーを用いなければならない。

Definition 1.2.3. 連続写像 f : X −→ Y に対し, そのホモトピーコファイバーを

hocofiber(f) = X ∪f CX =
(
Y
∐

CX
)/

(x, 0) ∼ f(x)

で, つまり次の push-outの図式で定義する

X Y

CX hocofiber(f)
��

//f

��
//
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Remark 1.2.4. ホモトピーファイバーの定義では y0 ∈ Y を選ぶ必要があったのにホモトピーコファイバーでは点
を選んでいない。それは位相空間の圏では一点から成る空間が terminal objectであるが initial objectではないこ
とが原因である。基点付きの空間の圏なら一点から成る空間は initial objectにもなるので, ホモトピーファイバー
とホモトピーコファイバーの定義が完全に dualになる。
以下, 基点付きでない場合もホモトピーファイバーを単に hofiber(f)と書くことにする。

このように二つの空間の差となるべきものが二種類考えられるが, どちらを使うかは時と場合によって使い分け
る。次に必要なのは極限であるが, それにはホモトピー (余)極限を使う。ホモトピー (余)極限については §2.2で復
習する。
このような差と極限を用いて Goodwillieが得た結果は以下のものである。

Theorem 1.2.5 ([Goo03]). 基点付き空間の圏 Spaces∗ の間のホモトピー関手

F : Spaces∗ −→ Spaces∗

に対し関手
PnF : Spaces∗ −→ Spaces∗

と自然変換

qn : PnF −→ Pn−1F

pn : F −→ PnF

で次の性質をみたすものが存在する:

1. 任意のX に対し次の図式が可換
PnF (X)

F (X) Pn−1F (X)
��
qn

//pn−1

::ttttttttttt

pn

2. DnF (X) = hofiber(qn)とおくと n次対称群 Σn が作用するスペクトラム CF,n で自然な弱ホモトピー同値

DnF (X)'
w

Ω∞
(
(CF,n ∧X∧n)hΣn

)
を持つものが存在する。

3. X が (ρ+ 1)連結で F が ρ-analyticならば自然な弱ホモトピー同値

F (X)'
w

holim
n

PnF (X)

がある。

ここで, ホモトピー関手とは弱ホモトピー同値を保つ関手である。PnF (X)は, F の n次多項式による近似と言
えるものであり, 原点の周りでの C∞ 級の関数 f(x)の n次多項式による近似

pnf(x) =
n∑
k=0

1
k!
dkf

dxk
(0)xk

に対応するものである。Taylor展開の n次の項は

pnf(x)− pn−1f(x) =
1
n!
dnf

dxn
(0)xn
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で与えられるので, Goodwillie towerの n次の “項”を PnF (X)と Pn−1F (X)の “差”, つまりホモトピーファイバー
として定義してもよいだろう。よって CF,n が F の n次導関数 (の原点での値)に対応する。(−)hΣn は homotopy
orbit spaceと呼ばれるもので, ホモトピー論的に Σn の作用で割ってできる空間である。n次対称群の位数は n!だ
から, 関数の Taylor展開の n次の項の 1

n! とうまく対応している。
f(x)が原点の周りで解析的ならば Taylor級数が収束する (というよりこれが解析的であることの定義), つまり

十分小さな xに対し

f(x) = lim
n→∞

n∑
k=0

1
k!
dkf

dxk
(0)xk

であるが, 実数の原点に対応するのは空間では一点から成る空間 ∗のことであり, 上の 3は F が “解析的”でありX
の連結性が十分高い, つまりXが ∗と十分近いならば F (X)が PnF (X)の極限として表わされる, ということを言っ
ている。

1.3 関手の微積分の例
関手の微積分の例としては, 以下のものがある。

1.3.1 Goodwillie Calculus

Goodwillieは Cを位相空間, 基点付き位相空間, B上の位相空間, スペクトラムなどの圏としDを位相空間やスペク
トラムの圏としたとき, ホモトピー関手

F : C −→ D
を考えた。

Goodwillieは, Blakers-Masseyのホモトピー切除定理の一般化を空間の立方体的図式の total homotopy fiberの
性質とみなすことにより, Taylor tower

· · · −→ PnF (X) −→ · · · −→ P0F (X) = ∗

を構成した。
AroneとMahowald [AM99]は, F が identity functor I でX が奇素数 pで局所化された奇数次元球面 S2n−1

(p) の
場合にDkI(S2n−1

(p) )を考察し, 以下の結果を得た。

Theorem 1.3.1 (Arone-Mahowald). 奇素数 pに対し kが p巾でなければ

DkI(S2n−1
(p) ) ' ∗

である。また k = p` のとき, Dp`I(S2n−1
(p) )は S2n−1 と v`-periodic ホモトピー群が同型になる。

よって, S2n−1
(p) の fibrationの towerによる分解

S2n−1
(p)

'
w

holim
(
· · · −→ Pp`I(S2n−1

(p) ) −→ · · · −→ P1I(S2n−1
(p) ) −→ P0I(S2n−1

(p) ) = ∗
)

を得る。特に,
S2n−1

(p) −→ Pp`I(S2n−1
(p) )

は v0, · · · , v`-periodic homotopy同値になる。これは次の Serreの古典的な結果 [Ser53]の一般化と考えられる。
Theorem 1.3.2. 素数 pに対し, 自然な写像

S2n−1
(p) −→ Ω∞Σ∞S2n−1

(p)

は v0-periodic homotopy同値
v−1
0 π∗(S2n−1

(p) ) −→ v−1
0 πS∗ (S2n−1

(p) )

を誘導する。
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球面の v1-periodic ホモトピー群については, Mahowald [Mah82] と Thompson [Tho90] の研究がある。球面
の v1-periodicな部分を表わすスペクトラム, つまり上の Serreの結果の類似についても, Mahowaldと Thompson
[MT92]が研究している。
Theorem 1.3.3. 奇素数 pに対し, スペクトラムDn

1,p と v1-periodic homotopy同値写像

S2n−1
(p) −→ Ω∞Dn

1,p

が存在する。つまり同型
v−1
1 π∗(S2n−1

(p) ) −→ v−1
1 π∗(Dn

1,p)

がある。ここでこの同型の定義域の群は位相空間の (unstable) ホモトピー群であり, 値域はスペクトラムのホモト
ピー群である。
上のDn

1,p は Snaith splitting

ΩnΣnX '
S

∞∨
j=1

Cn(j)+ ∧Σj
X∧j

を用いて構成されたが, この Snaith splitting自体も Taylor towerを用いると簡単に証明できる。
Example 1.3.4. 基点付き空間X に対し Theorem 1.1.2の Cn(X)を考える。k ≥ 0に対し

FkCn(X) =

 k∐
j=1

Cn(j)×Σj X
j

/
∼

とおき Cn(X)の部分空間とみなす。ただし F0Cn(X) = ∗である。
すると

FkCn(X)/Fk−1Cn(X) = Cn(j) ∧Σj X
∧j

であり, Taylor towerの第 k項の形に非常に近い。
実際,

Dn,k : Spaces −→ Spectra

を
Dn,k(X) = Σ∞ (FkCn(X)/Fk−1Cn(X))

と定義すると, Dn,k は k-homogeneous, つまり

Pk−1Dn,k(X) '
w
∗

Pk+`Dn,k(X) '
w

PkDn,k(X)

である。この事実から Cn(X)の stable splittingが以下のように証明できる:
まずX の基点が非退化なとき

Fk−1Cn(X) ↪→ FkCn(X) −→ FkCn(X)/Fk−1Cn(X)

は cofibrationであることに注意する。よって stable homotopy categoryでも

Σ∞Fk−1Cn(X) ↪→ Σ∞FkCn(X) −→ Dn,k(X)

は cofibrationである。このとき次の図式を考える。

Σ∞Fk−1Cn(X) Σ∞FkCn(X) Dn,k(X)

Pk−1Σ∞Fk−1Cn(X) Pk−1Σ∞FkCn(X) Pk−1Dn,k(X)

//

��

//

�� ��
// //
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この図式の横の列は共に cofibrationである。上に述べたことから Pk−1Dn,k(X)'
w
∗であり

Pk−1Σ∞Fk−1Cn(X)'
w
Pk−1Σ∞FkCn(X)

となる。また kに関する帰納法で

Σ∞Fk−1Cn(X)'
w
Pk−1Σ∞Fk−1Cn(X)

が示されたとすると, 上の図式から

Σ∞FkCn(X) '
w

Pk−1Σ∞Fk−1Cn(X) ∨Dn,k(X)

'
w

Σ∞Fk−1Cn(X) ∨Dn,k(X)

となり, また

PkΣ∞FkCn(X) '
w

Pk (Pk−1Σ∞Fk−1Cn(X) ∨Dn,k(X))

'
w

Pk−1Σ∞Fk−1Cn(X) ∨ PkDn,k(X)

'
w

Σ∞Fk−1Cn(X) ∨Dn,k(X)

'
w

Σ∞FkCn(X)

となる。
よって帰納的に

Σ∞FkCn(X)'
w

k∨
j=1

Dn,j(X)

が示され, sequential colimitとホモトピー群が可換なことより

Σ∞Cn(X)'
w

∞∨
j=1

Dn,j(X)

を得る。

1.3.2 Orthogonal Calculus

Weissは, [Wei95]で定義域が内積を持つ Rまたは C上の有限次元ベクトル空間の圏 F である continuous functor
を考えた。つまり functor

F : F −→ Spaces

で, evaluation map
mor(V,W ) ∧ F (V ) −→ F (W )

が連続であるものである。ここでmor(V,W )は F におけるmorphismの集合を Stiefel多様体とみなして位相を入
れたものである。
このような写像の典型的な例としては, 基点付き位相空間X に対し

F (V ) = ΩV ΣVX = Map∗(S
V , X ∧ SV )

で与えられるものがある。ここで SV は V の一点コンパクト化である。
F のmorphism

i : V ↪→W
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はベクトル空間の包含写像であり,
F (i) : ΩV ΣVX −→ ΩWΣWX

は Freudenthal suspensionとみなすことができる。
Weissは, このような continuous functor F に対し, その V における微分を

F (1)(V ) = hofiber(F (V ) −→ F (V ⊕ R))

で定義した。このホモトピーファイバーの構成を詳しく調べることにより, ある写像

σ1 : F (1)(V ) −→ ΩdF (1)(V ⊕ F)

を定義した。ここで F = Rまたは Cであり, d = dimR Fである。そしてこの写像のホモトピーファイバーをとるこ
とにより F の 2 階微分

F (2)(V ) = hofiber(σ1 : F (1)(V ) −→ ΩdF (1)(V ⊕ F))

を定義した。この構成は繰り返すことができ

σn : F (n)(V ) −→ ΩdnF (n)(V ⊕ C)

を得る。F (V ) = ΩV ΣVX のとき, これは高次の Freudenthal suspensionとみなすことができる。
奇素数 pとX = S2n−1

(p) に対し, Arone [Aro98]は F = Cのときこの functor F (n)(V )を調べている。

1.3.3 Goodwillie-Weissによる埋め込みの空間の研究
上の orthogonal calculusは, 定義域が位相圏であるという点で元々のGoodwillie calculusにはない困難がある。もっ
とも small categoryなので集合論的な困難はないが。
定義域が位相圏である continuous functorに対しても, そのホモトピー極限やホモトピー余極限が定義され, そ

れらを用いると幾何学的な問題から派生した functorを調べることができる。
そのような例としては, Goodwillie-Weissによる埋め込みの空間の研究 [Wei99, GW99]がある。M とN を境界

の無い滑かな多様体とし, O(M)をM の開集合と包含写像の成す位相圏とする。すると関手

emb(−, N) : O(M) −→ Spaces

に対し calculusを行なうことにより smooth embeddingの成す空間 emb(M,N)を調べることができる。
また, このアイデアを結び目の成す空間に適用したり [Sin], ということも行なわれている。



Chapter 2

準備

この章では, calculus of functorを行なうための一般的な設定および必要な技術を解説する。

2.1 モデル圏
現在, ホモトピー論的な構成を行なう場として最も一般的なのはモデル圏である。Goodwillie流の関手の微積分に
ついても, やはりモデル圏で議論するのがよいだろう。この sectionではモデル圏について復習する。
モデル圏は Quillenにより導入された [Qui67]概念であるが, その定義は Quillen自身 [Qui69], そして最近では

Hoveyらにより改良されている。現在最も一般的な定義は, Hoveyの本 [Hov99]によるものと思われるので, ここで
もほぼ Hoveyに従ってモデル圏を扱う。モデル圏におけるホモトピー極限などは Hirschhornの本 [Hir03]を参考に
した。
モデル圏に関する解説としては, Dwyer-Spalinskiのもの [DS95]がお勧めである。Quillenが [Qui67]で定義せず

に用いている用語 “(co)base change”についても定義を与えている。モデル圏について勉強しようと思う人には, こ
の [DS95]を読んでからHoveyの本で本格的に取り組むことをお勧めする。もし fibrationや cofibration などの概念
にあまり馴染みがない場合は, モデル圏の公理の意味が理解し辛いかもしれない。その際は [Str72]を読んでみると
よいだろう。

Definition 2.1.1. モデル圏とは圏 Cに fibration, cofibration, weak equivalenceと呼ばれる三種類のmorphism が
指定されたもので, 次の条件をみたすものである:

1. (部分圏) fibration, cofibration, weak equivalenceそれぞれ subcategoryを成す。つまり恒等射は fibrationで
も cofibrationでも weak equivalenceでもあり, それぞれのmorphism達は合成で閉じている。

2. (完備) C は任意の limitと colimitで閉じている。

3. (2-out-of-3) f と g を g ◦ f が存在する C の morphism とする。このとき f, g, g ◦ f のどれか二つが weak
equivalenceならば, 残り一つもそうである。

4. (リフト) 次の可換図式で
A X

B Y
��

i

//

��
p

//

iが cofibrationで pが fibrationで, iか pのどちらかがweak equivalenceならば, 図式を可換にするmorphism

B −→ X

が存在する。

5. (分解) 任意の morphism f : X −→ Y は, weak equivalence である fibration p : E −→ Y と cofibration
i : X −→ E により f = p ◦ iと分解できる。また, pを fibrationで iを weak equivalenceである cofibration
ととることもできる。
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6. (レトラクト) 次の可換図式で水平な合成が共に恒等射であるとする。

A C A

B D B

//

��
f

//

��
g

��
f

// //

このとき gが fibration, cofibration, weak equivalenceならば f もそうである。

このように, モデル圏は多くのデータと条件から成るものであるが, 少しでも簡潔に述べるためにいくつか用語
を用意しておくとよい。

Definition 2.1.2. モデル圏Cにおいて, weak equivalenceかつ (co)fibrationであるmorphismを trivial (co)fibration
という。

i : A −→ B と p : X −→ Y を C のmorphismとする。可換図式

A X

B Y
��

i

//

��
p

//

に対し, 図式を可換にするmorphism
B −→ X

が存在するとき, iは pに関し left lifting propertyを持つといい, pは iに関し right lifting propertyを持つという。

上の公理の中で, 現在では分解については次のようにより強い条件を要求するのが一般的である。

Definition 2.1.3. 圏 C に対し, 圏Map C を objectは C の morphism, morphismは可換な四角の図式として定義
する。
C における functorial factorizationとは, 関手

α : Map C −→ Map C
β : Map C −→ Map C

の対 (α, β)であり, 任意の C のmorphism f に対し β(f) ◦ α(f)が定義され

f = β(f) ◦ α(f)

が成り立つものである。

Definition 2.1.4. モデル圏とは圏 Cに fibration, cofibration, weak equivalenceと呼ばれる三種類のmorphism お
よび二組の functorial factorization (α, β)と (γ, δ)が指定されたもので, Definition 2.1.1の 1～3と 5および次の公
理をみたすものである。

4. 任意の morphism f に対し, α(f)は cofibrationで β(f)は trivial fibrationである。また γ(f)は trivial cofi-
brationで δ(f)は fibrationである。

位相空間の圏でホモトピー論を行なうときには, 二つの objectの間のホモトピー集合 [X,Y ]が主要な研究対象
である。[X,Y ]をmorphismの集合とした圏を位相空間の圏のホモトピー圏 (homotopy category)というが, 一般に
モデル圏でもそのホモトピー圏を定義できる。位相空間のときには [X,Y ]はホモトピーを用いて定義されるが, モ
デル圏にあるのは弱ホモトピー同値に対応する概念である。そこで, 普通は弱ホモトピー同値を位相空間の間の同値
関係に拡張したプロセスを真似してホモトピー圏を定義する。
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Definition 2.1.5. モデル圏 C に対し, その weak equivalence達を isomorphismとみなす操作を行なってできた圏
を C のホモトピー圏といい Ho(C)と書く。より正確には weak equivalenceの成す部分圏W に関し局所化してでき
る圏 C[W−1]である。

Remark 2.1.6. 一般のモデル圏でも functorial factorizationから cylinder objectとpath objectを定義し, homotopy
(left homotopyと right homotopy)を定義することができる。その定義を先に見た方が分かりやすいかもしれない。

[DS95]では, まずこのような通常の位相空間の圏での [X,Y ]の構成に似た方法でホモトピー圏が定義してあり,
その後に圏の局所化による定義がある。より詳しくは [Hov99]を読むとよい。

モデル圏は完備なので initial object 0と terminal object ∗を持つ。

Definition 2.1.7. モデル圏 C の object X が fibrantであるとは

X −→ ∗

が fibrationであることである。またX が cofibrantであるとは

0 −→ X

が cofibrationであることである。

Fibrantおよび cofibrant objectは,モデル圏で様々な構成を行なう際に重要な役割を果す。Functorial factorization
の公理から, 任意の objectは fibrantもしくは cofibrantな objectに置き換えることができる。より正確には

0 : 0 −→ X

に対し functorial factorizationの (α, β)を用いることにより, 分解

0 X

QX
��?

??
??

?

α(0)

//0

??������ β(0)

を得る。よって functor
Q : C −→ C

を得るが, QX をX の cofibrant replacementという。同様に (γ, δ)から fibrant replacement RX が得られる。

Example 2.1.8. モデル圏の基本は単体的集合 (simplicial set)の圏である。単体的集合のmorphism

f : X −→ Y

が weak equivalenceであるとは, 幾何学的実現の間に誘導する写像

|f | : |X| −→ |Y |

が弱ホモトピー同値,よってホモトピー同値であることと定義する。Cofibrationは包含写像, fibrationはKan fibration
として定義すると, これで単体的集合の圏はモデル圏になる。
単体的集合の圏の fibrant objectは Kan complexと呼ばれるものである。また全ての単体的集合は cofibrantで

ある。

Example 2.1.9. 位相空間の圏のモデル構造はちょっと複雑である。まず fibrationとして Serre fibrationとHurewicz
fibrationが考えられることから分かるように, いくつかの選択肢がある。

Quillenは, Serre fibrationを fibrationとし弱ホモトピー同値を weak equivalenceとするモデル構造を考えた。
これは単体的集合の圏を基準にし, 幾何学的実現がモデル圏の同値を与えるように定義したモデル構造とみなすこと
ができる。これについては Hoveyの本 [Hov99]の §2.4に詳しい。
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別の, より自然なモデル構造として Strøm によるもの [Str72] がある。ホモトピー同値を weak equivalence,
Hurewicz fibrationを fibration, そして NDR pairの inclusion (closed cofibration)を cofibrationとして, 位相空間
の圏がモデル圏になることが確かめられている。Stømは [Qui67]の定義を用いているが, 上の Hoveyの定義もみた
すことを確かめるのは難しくない。
いづれのモデル構造でも, 全ての objectは fibrantである。Quillenのモデル構造では cofibrationは relative cell

complexの inclusionの retractとして得られる写像であることが分り, よって cofibrant objectは weak topologyを
持つ cell complexの retractとして得られるものである。よって cofibrant replactmentは CW approximationであ
る。

Example 2.1.10. ホモロジー代数はホモトピー代数の一部とみなすことができる。
環 Rに対し, 負の次元が 0である differential graded left R-moduleを R上の chain complexということにし

よう。また R上の chain complexと chain mapの圏を Chains /Rと書くことにする。すると quasi-isomorphism
(quism), つまりホモロジーの同型を誘導する chain mapを weak equivalence, epimorphismを fibration, 各次元で
cokernelが projectiveであるmonomorphism を cofibrationとしてChains /Rはモデル圏になる。
このとき left R-module M に対し Sn(M)を次元 nがM で他が 0の chain complexとすると, M の projective

resolutionとは S0(M)の cofibrant replacementのことである。よって

[Sn(M), S0(N)] = ExtnR(M,N)

となる。ここで [−,−]はモデル圏のホモトピー圏におけるmorphismの集合である。
ExtnR(M,N)は N の injective resolutionによっても定義できるように, injective moduleを用いて Chains /R

にモデル圏の構造を定義することもできる。つまり, 各次元で kernelが injectiveである epimorphismを fibration,
monomorphismを cofibrationとするモデル構造である。もちろん, このモデル構造と上のモデル構造は同値 (Quillen
同値)である。
これらのこと, そしてより一般的な負の次元もある differential graded module の圏のモデル構造については,

Hoveyの本の §2.3に詳しい。

Example 2.1.11. モデル圏 C に対し, 小圏 X からの covariant functorの成す圏

Funct(X , C)

つまり, C 内の X 図式の圏を考える。この圏での自然なモデル構造としては, objectごとのもの, つまり morphism

ϕ : F −→ G

は, 各 object X ∈ X に対し
ϕ(X) : F (X) −→ G(X)

が C で弱同値なものを, 弱同値として定義するのが自然だろう。
一般には, これを拡張して Funct(X , C)をモデル圏にすることができるかどうかは分からないが, X や C がある

条件をみたせば, モデル圏になる。例えば C がコンパクト生成空間の圏や単体的集合の圏ならよい。 より詳しくは,
Dwyer-Hirschhron-Kanの preprint [DHK]を見るとよい。(最近 AMSから出版されたようである。)
後に見るように Funct(X , C)がモデル圏になると, ホモトピー (余)極限の概念が定義できる。

上のように, あるモデル圏から別のモデル圏を構成することはよくあることである。この講義で使うもう一つの
例として comma categoryがある。

Definition 2.1.12. 圏 Cの object Bを fixする。Objectが二つ, ∅と {1}, で identity morphism以外のmorphism
が一つ

∅ −→ {1}

である圏を P(〈1〉)とする。Funct(P(〈1〉), C)の full subcategoryで

F ({1}) = B
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をみたすものを (C ↓ B)と書く。これは C のmorphism

X −→ B

をmorphismにし, 可換図式
X Y

B
��?

??
??

//f

����
��

�

をmorphismにする圏である。これを B 上の objectの成す圏という。もちろんMor(C)の subcategoryでもある。
また

F (∅) = B

をみたすものからなる Funct(P(〈1〉), C) の full subcategoryを (B ↓ C)と書く。これらを comma categoryという。
より一般的な構成についてはMacLaneの本 [ML98]の第 II章 6節にある。

Example 2.1.13. C が terminal object ∗を持つとき, (∗ ↓ C)は C の基点付き objectの成す圏である。

Definition 2.1.14. 圏 C の object B を fixする。(C ↓ B)∗ を, morphism

p : X −→ B

s : B −→ X

で p ◦ s = 1B をみたすものを objectとし, morphismを

f : X −→ Y

で
X Y

B
��?

??
??

//f

����
��

�
X Y

B

//f

??�����

__?????

を可換にするものをmorphismとする圏とする。これを C の B 上の基点付き objectの成す圏という。

C が位相空間の圏のときには, (Spaces ↓ B)と (Spaces ↓ B)∗ は, それぞれ B 上の空間の圏と B 上の基点付き
空間の圏と呼ばれてきたものである。これらの圏の対象に対して, 「ホモトピー論」ができることは古くから知ら
れていたことで, [Smi70b, Smi70a]などで Eilenberg-Mooreスペクトル系列の構成に使われている。また fiberwise
topology (homotopy theory)という分野 [CJ98] もできている。実際 (Spaces ↓ B)がモデル圏の構造を持つことは
Hirschhornの本 [Hir03]に述べてある。
一般に, モデル圏 C とその object B に対し (C ↓ B)の自然なモデル構造としては, forgetful functor

O : (C ↓ B) −→ C

を考え, (C ↓ B)のmorphism f が weak equivalence, cofibration, fibrationであることをO(f)がweak equivalence,
cofibration, fibrationであることとして定義することが考えられる。

Theorem 2.1.15 ([Hir03] Theorem 7.6.5). モデル圏 C とその object B に対し, 上の定義により (Spaces ↓ B)は
モデル圏の構造を持つ。

Hirschhornは, 更に left properや cellularなどのモデル圏の構造が, comma categoryの構成で保たれることも
述べている。
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2.2 ホモトピー極限とホモトピー余極限
ホモトピー極限などは, 圏の分類空間を用いて構成される。まずは普通の (co)limitの定義を思い出そう。

Definition 2.2.1. 小圏 X から圏 C への functor

F : X −→ C

の colimitとは, C の object colimF とmorphismの族 {F (α) −→ colimF | α ∈ ob(X )} で次をみたすものである。

1. 任意の X のmorphism f : α −→ β に対し次は可換:

F (α) F (β)

colimF
$$JJJJJJ

//F (f)

zztttttt

2. C のmorphismの族 {F (α) −→ A | α ∈ ob(X )}で, 任意の X のmorphism f : α −→ β に対し図式

F (α) F (β)

A
��?

??
??

?
//F (f)

����
��

��

を可換にするものがあれば, morphism
colimF −→ A

で, 各 αに対し図式
colimF A

F (α)

//
ddJJJJJJ

::ttttttt

を可換にするものが一意的に存在する。

つまり colimitとは coequalizer ∐
f :α→β

F (α)
ϕ //

ψ
//

∐
α∈ob(C)

F (α) // colimF (2.1)

である。ただし ϕは f の成分に制限すると F (f)であり, ψは恒等射である。
より簡潔に述べるためには少し記号が必要である。

Definition 2.2.2. X を small categoryとし C を圏とする。C の object C に対し constant diagramを対応させる
functorを

diag : C −→ Funct(X , C)

で表わす。

Proposition 2.2.3. colimは diagの left adjointである:

MorC(colimF,C) = MorFunct(X ,C)(F, diagC)
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Example 2.2.4. X を集合 {1, 2}の proper subsetと包含写像から成る圏とする。つまり X とは図式

∅ {1}

{2}
��

//

のことである。F を objectに対しては

F (∅) = Sn−1

F ({1}) = Dn

F ({2}) = Dn

とし, morphismは自然な包含写像で定義する。すると

colimF = Dn ∪Sn−1 Dn = Sn

である。一方

G(∅) = Sn−1

G({1}) = {∗}
G({2}) = {∗}

とすると
colimG = {∗}

である。
F と Gは次の可換図式

Dn Sn−1 Dn

{∗} Sn−1 {∗}
���
��
� �
� �
�

'

//oo

��
� �
� �
� �

� �
��
� �
� �

���
��
� �
� �
�

'

//oo

で関連づけられ, 縦の写像はすべてホモトピー同値である。しかしながら

colimF 6' colimG

となる。

このように, colimitはホモトピーと相性があまりよくない。このことをより正確に述べるためにはモデル圏の
言葉を使うのが便利である。まずは, 関手 colimの定義域のモデル構造をハッキリさせないといけない。Example
2.1.11で触れたように次が成り立つ。

Theorem 2.2.5. 小圏X に対し, Funct(X ,Spaces)は objectごとのweak equivalenceをweak equivalenceに, object
ごとの cofibrationを cofibrationとしてモデル圏になる。

このモデル構造を用いると, 上の Exampleは

F '
w
G 6=⇒ colimF '

w
colimG

である例を与えている。
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このように, 小圏 X に対し関手

colim : Funct(X ,Spaces) −→ Spaces

はホモトピー圏の間の関手

Ho(colim) : Ho(Funct(X ,Spaces)) −→ Ho(Spaces)

を誘導しない。そこでなるべく colimに近い関手でホモトピー圏の間の関手を自然に誘導するものが欲しい。それ
が Bousfield-Kanの homotopy colimitである。モデル圏の言葉による解説を続けるなら, 以下のようになる。
Definition 2.2.6. C と Dをモデル圏とする。関手

F : C −→ D

は次の二つの条件をみたすとき left Quillen functorと呼ばれる:

1. F は left adjointである。

2. F は cofibrationと trivial cofibrationを保存する。
Example 2.2.7. 小圏 X に対し

colim : Funct(X ,Spaces) −→ Spaces

は left Quillen functorである。
Left Quillen functorに対しては total left derived functorが定義できる。

Lemma 2.2.8 (Ken Brown’s Lemma). C と Dをモデル圏とし, 関手

F : C −→ D

が以下の条件をみたすとする: cofibrant objectの間の trivial cofibration f : X −→ Y に対し F (f) : F (X) −→ F (Y )
は weak equivalenceになる。
このとき, F は weak equivalenceを保つ。よってホモトピー圏の間の関手

Ho(F ) : Ho(C) −→ Ho(D)

を誘導する。
Corollary 2.2.9. C と Dをモデル圏とし,

F : C −→ D
を left Quillen functorとする。Cc を C の cofibrant objectから成る full subcategoryとすると, F の Cc への制限

F |Cc : Cc −→ D

は weak equivalenceを保つ。よってホモトピー圏の間の

Ho(F ) : Ho(Cc) −→ Ho(D)

を誘導する。
Definition 2.2.10. モデル圏の間の left Quillen functor

F : C −→ D

に対し, その total left derived functor
LF : Ho(C) −→ Ho(D)

を以下の合成で定義する:
Ho(C) Ho(Q)−→ Ho(Cc)

Ho(F )−→ Ho(D)

ここでQ : C −→ Ccは Cの functorial factorizationから得られる cofibrant replacement functorである。(Definition
2.1.7の後のコメント参照。)
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そこで
colim : Funct(X ,Spaces) −→ Spaces

の total left derived functorを homotopy colimitと言いたいところなのであるが, 実は一般的にホモトピー論で用
いられている homotopy colimitはこれではない。

colimの total left derived functorは, もちろん weak equivalenceを保つ。しかしながら, このような一般的な定
義では実際に扱うのは難しい。というのも, cofibrant replacement Qが具体的に何をするのかが曖昧だからである。
Hovey流のモデル圏の定義では functorial factorizationも指定されているので, cofibrant replacementも決まって
いるはず, である。しかしながら, それが具体的に何になるのかを調べるのは容易ではない。ある圏がモデル圏であ
ることを示すときには, 普通は functorial factorizationを具体的に構成することはしないからである。
ある特定のmorphismの集合を指定し, それらのmorphism に対し right lifting propertyを持つものを fibration,

もう一つのmorphismの集合を指定し, それからやはり lifting propertyを用いたある方法で cofibrationを定義した
とき, 適当な条件をみたせばそれでモデル圏になるというのが, Hoveyの本 [Hov99]の Theorem 2.1.19である。こ
のようなモデル圏を cofibrantly generated model categoryという。ほとんどの重要なモデル圏はこの定理を用いて
モデル圏であることが示されているのである。そのため, functorial factorizationが具体的に何なのかを調べるのは
難しい。
更に, functorial factorizationで得られるものは, いわゆる連続写像を fibration または cofibrationで取り換える

操作で得られるものとは異なるのである。例えば連続写像

f : X −→ Y

を cofibrationで取り換えるときには, 普通はmapping cylinderによる分解

X ↪→ Y ∪f X × I
p−→ Y

を考える。X の Y ∪f X × I への inclusionは cofibrationであるが, mapping cylinderを底に潰す写像 pは fibration
ではない (quasifibrationにはなるが)。よって現代的なモデル圏の定義の functorial factorizationにはなっていない
のである。
このことから, 具体的に homotpy colimitを構成するときには, モデル圏としての functorial factorizationでは

なく mapping cylinderの構成の一般化を考えた方が有用であることが分かる。実際にそれを行なうために, まず
simplicial objectの定義を思い出そう。

Definition 2.2.11. 正の整数 nに対し
n = {0, 1, · · · , n}

と定義する。これを partially ordered set (poset)とみなし, よって小圏

0 −→ 1 −→ 2 −→ · · · −→ n

ともみなす。圏∆を nを objectとしmorphismを order preserving mapとして定義する。
圏 C に対し C の simplicial object F とは, contravariant functor

F : ∆ −→ C

のことである。集合の圏での simplicial objectを simplicial setといい, これが最も基本的である。同様に simplicial
groupや simplicial spaceも定義される。

Remark 2.2.12. 任意の∆のmorphism, つまり有限順序集合の間の順序を保つ写像は,

di(k) =

{
k, k < i

k + 1, k ≥ i

sj(k) =

{
k, k ≤ j
k − 1, k < j
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で定義される二種類の写像

di : n − 1 −→ n (0 ≤ i ≤ n)
sj : n + 1 −→ n (0 ≤ j ≤ n)

の合成で表わせることはすぐ分かる。diを face operator, sjを degeneracy operatorという。そこで simplicial object
F を objectの列

F0, F1, · · ·

とそれらの間の di, sj に対応するmorphism達

di : Fn −→ Fn−1 (0 ≤ i ≤ n)
sj : Fn −→ Fn+1 (0 ≤ j ≤ n)

から成るものである条件をみたすもの, として定義することもできる。そちらの方が一般的かもしれない。このよう
に simplicial objectをみなしたとき

F0
s0

// F1

d0oo
d1oo

s0
//

s1
//
F2 · · ·

d0oo
d1oo
d2oo

という図式で表わしたりする。

Simplicial setや simplicial spaceについては, そのデータを合わせて一つの位相空間にすることができる。

Definition 2.2.13. F を simplicial spaceとする。このとき F の幾何学的実現 (geometric realization) |F |を次で
定義する:

|F | =

∐
n≥0

∆n × F (n)

/
∼

ただし∆n は標準的な n単体

∆n = {(t1, · · · , tn) ∈ Rn | 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn ≤ 1}

であり, 関係 ∼は∆のmorphism ϕに対し

(ϕ∗(s), x) ∼ (s, ϕ∗(x))

で定義されたものである。ここで ϕ∗ は ϕで与えられる頂点の対応をアフィン写像に拡張してできるものである。

Example 2.2.14. Poset S に対し
n 7−→ MapPosets(n, S)

は simplicial setである。S が cardinality nのとき, この simplicial setの幾何学的実現は ∆n−1 である。

Definition 2.2.15. 小圏 X に対し simplicial set N∗(X )を次で定義する。

Nn(X ) = Funct(n,X )

= {C0
f1−→ C1

f2−→ · · · fn−→ Cn}
= {X の中の合成可能な n個のmorphismの列 }

これを小圏 X の nerveという。この simplicial setの幾何学的実現 |N∗(X )|を X の分類空間といい |X |や BX で表
わす。
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Example 2.2.16. P(〈n〉)を 〈n〉 = {1, · · · , n}の部分集合と包含写像の成す圏とする。P(〈1〉)は二つの object ∅ と
{1}と唯一つの (恒等射以外の)morphism ∅ ↪→ {1}から成る圏である。このとき

BP(〈1〉) = [0, 1]

である。より一般に
BP(〈n〉) = [0, 1]n

となる。
また, P(〈n〉) = P(〈n〉)− {∅}とすると

BP(〈n〉) = {(t1, · · · , tn) ∈ In|max{t1, · · · , tn} = 1}
= In1

である。

ホモトピー余極限の構成にはいくつかのアプローチがある。まずは最も基本的な, coequalizerの図式 (2.1)を
“cofibrantなもの”で置き換えることによる構成をみよう。

Definition 2.2.17. 圏 X の object Cに対し C ↓ X をCの下にある X の objectの圏とする。X が小圏のとき関手

F : X −→ Spaces

に対し F の homotopy colimitを次の coequalizerの図式で定義する:∐
f :C→D

F (C)×B(D ↓ X )
ϕ //

ψ
//

∐
C∈ob(X )

F (C)×B(C ↓ X ) // hocolimF (2.2)

ただし最も左の項の f : C −→ Dに対する成分に対し

ϕ|F (C)×B(D↓X ) = F (f)× 1
ψ|F (C)×B(D↓X ) = 1×B(f∗)

である。

Remark 2.2.18. この定義を (2.1)の “cofibrant replacement”と呼んだりする。“replacement”というのは次の事
実が成り立つためである:

小圏 X が initial objectを持つとき BX は可縮である。また terminal objectを持つときも同様である。

証明は §2.3で行なう。この事実を認めれば C ↓ X は initial object 1C : C −→ C を持つから B(C ↓ X )は可縮に
なり

F (C)×B(D ↓ X ) ' F (C) ' F (C)×B(C ↓ X )

となる。よって (2.2)は (2.1) の各 F (C)をそれとホモトピー同値なもので置き換えたものになっている。

ホモトピー余極限には simplicial spaceを用いた記述もある。

Definition 2.2.19. 小圏から Spacesへの covariant functor

F : X −→ Spaces

に対し
Bq(F ) =

∐
f∈Nq(X )

F (sq(f))
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と定義する。ただし
sq : Nq(X ) −→ ob(X )

は
(C0

f1−→ C1
f2−→ · · · fq−→ Cq) 7−→ C0

で与えられる対応である。
このとき

ϕ : p −→ q

に対し
Bq(F ) =

∐
C∈ob(X )

∐
C=sq(f)

F (C) =
∐

C∈obX

F (C)× s−1
q (C)

とみなすことにより
ϕ∗ : Bq(F ) −→ Bp(F )

が以下のように定義される:

∐
C

F (C)× s−1
q (C)

ϕ∗

−→
∐
C

F (C)×

 ∐
f∈s−1

q (C)
sp(ϕ∗(f))=D

s−1
p (D)

 −→∐
D

F (D)× s−1
p (D)

ただし右の写像は f ∈ s−1
q (C)かつ sp(ϕ∗(f)) = Dであるとき, つまり

f : C = C0 −→ C1 −→ · · · −→ Cq

ϕ∗(f) : D = Cϕ(0) −→ Cϕ(1) −→ · · · −→ Cϕ(p)

のとき, 合成
C = C0 −→ C1 −→ · · · −→ Cϕ(0) = D

から誘導された写像
F (C) −→ F (D)

で与えられるものである。

これで B∗(F ) = {Bq(F )}は simplicial spaceになる。

Proposition 2.2.20. この simplicial spaceの幾何学的実現は (2.2)で定義された hocolimF と同相である。

hocolimF ∼= |B∗(F )|

Remark 2.2.21. B∗(F )を F の simplicial replacementと言う。

Example 2.2.22. Example 2.2.4を考える。つまり X を {1, 2}の proper subsetの成す圏とし, covariant functor

F : X −→ Spaces

を考える。F とは図式
F (∅) F ({1})

F ({2})
���
� �
� �
� �
��

f2

//f1
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のことである。定義より

hocolimF =
(
∆0 × F (∅)q∆0 × F ({1})q∆0 × F ({2})q∆1 × F (∅)f1 q∆1 × F (∅)f2

)
/∼

である。ここで F (∅)fi と書いたのは, ∅ = s(fi)という意味である。
∆1 = [0, 1]であり, また∆0 = {0}とみなす。すると幾何学的実現の同値関係は以下のようになる。

{0} × F (∅)f1 と ∆0 × F (∅)を同一視
{0} × F (∅)f2 と ∆0 × F (∅)を同一視
{1} × F (∅)f1 と ∆0 × F ({1})を f1 で同一視
{1} × F (∅)f2 と ∆0 × F ({2})を f2 で同一視

よって
hocolimF = ([−1, 1]× F (∅)q F ({1})q F ({2})) /(−1,x)∼f1(x),(1,x)∼f2(x)

であり, これは f1 と f2 の double mapping cylinderである。
Example 2.2.4の functor F と Gの場合

hocolimF = [−1, 1]× Sn−1 ∪ {−1} ×Dn ∪ {1} ×Dn

= ∂([−1, 1]×Dn)
∼= Sn

hocolimG =
(
[−1, 1]× Sn−1 q {−1} × ∗ q {1} × ∗

)
/(−1,x)∼(−1,∗),(1,x)∼(1,∗)

∼= Sn

となり, 共に Sn となる。

Homotopy colimitがあれば “co”を取った homotopy limitもある。そのために, まず cosimplicial objectの復習
をしよう。

Definition 2.2.23. 圏 C に対し C の cosimplicial object F とは, covariant functor

F : ∆ −→ C

のことである。

Remark 2.2.24. Remark 2.2.12のように cosimplicial object F を objectの列

F 0, F 1, · · ·

とそれらの間の di, sj に対応するmorphism達

di : Fn−1 −→ Fn (0 ≤ i ≤ n)
sj : Fn+1 −→ Fn (0 ≤ j ≤ n)

の集まりで, ある条件をみたすもの, として定義することもできる。このように cosimplicial objectをみなしたとき
には, やはり

F 0

d0 //
d1 // F 1

s0
oo

d0 //
d1 //
d2 // F 2 · · ·
s0

oo

s1
oo

という図式で表わしたりする。
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Example 2.2.25. 圏∆のmorphism
ϕ : n −→m

は, 頂点の間の対応をアフィン写像に拡張することにより標準的 n単体から標準的m単体への写像

ϕ∗ : ∆n −→ ∆m

を与える。これにより covariant functor
∆∗ : ∆ −→ Spaces

が得られる。これは既に simplicial spaceの幾何学的実現のときに用いている。

Definition 2.2.26. X∗ を cosimplicial spaceとする。このとき

Tot(X∗) = MapcsSpaces(∆
∗, X∗)

と定義しX∗ の totalizationという。ここでMapcsSpaces は cosimplicial spaceの圏 csSpacesでのmorphismの集
合であり,

Tot(X∗) ⊂
∞∏
n=0

Map(∆n, Xn)

とみなして位相を入れる。ただし, 各Map(∆n, Xn)には compact-open topologyが入り, 直積の位相は compactly
generatedなもので取り換えるものとする。

Example 2.2.27. 基点付き空間X に対し

Ωq(X) = X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
q

と定義する。基点の inclusionと対角写像と射影により, cosimplicial space Ω∗(X)を得る。これを geometric cobar
constructionという。このとき同相

Tot(Ω∗X) ∼= Map∗(I/∂I,X) = Map∗(S
1, X) = ΩX

を得る。

Exercise 2.2.28. 上の同相を確かめよ。

Exercise 2.2.29. 位相空間と連続写像の図式

Y

X Z
��
g

//f

に対しその double mapping track Ef,g を

Ef,g = {(x, `, y) ∈ X ×Map(I, Z)× Y | `(0) = f(x), `(1) = g(y)}

で定義する。
Ωq(X,Z, Y ) = X × Z × · · · × Z︸ ︷︷ ︸

q

×Y

とおき, 上の Exampleと同様に Ω∗(X,Z, Y )に cosimplicial spaceの構造を定義するとき同相

Tot(Ω∗(X,Z, Y )) ∼= Ef,g

があることを確かめよ。Ω∗(X,Z, Y )を two-sided geometric cobar constructionと言い, Eilenberg-Mooreスペクト
ル系列の構成 [Rec70, Dwy74, Dwy75]などで用いられる。
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Xn+1 = X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n+1

= Map(n, X)であり, contravariant functor

∆ −→ Spaces∗

つまり simplicial space とみなすのが自然と思うかもしれない。(Example 2.2.14 参照。) しかしながら Ω∗X は
cosimplicial spaceとして定義している。その理由は Ω∗(X,Z, Y )というより一般的な構成の特別な場合 (X = ∗,
Y = ∗)だからである。
Exercise 2.2.30. Simplicial space

n 7−→ Map(n, X)

を faceおよび degeneracy operatorを用いて

X
s0

// X2

d0oo
d1oo

s0
//

s1
//
X3 · · ·

d0oo
d1oo
d2oo

と表わしたとき, これの左端に ∗を追加すると

∗ X
s0

//oo X2

d0oo
d1oo

s0
//

s1
//
X3 · · ·

d0oo
d1oo
d2oo

となる。写像の名前を付け替えると

∗ X
d1

//
s0oo X2

s0oo
s1oo

d1
//

d2
//
X3 · · ·

s0oo
s1oo
s2oo

となる。これらの写像が cosimplicial space Ω∗(X)の coface operator と codegeneracy operatorと一致しているこ
とを確かめよ。
よって cosimplicial space Ω∗(X)は, これに

d0, dn : Xn−1 −→ Xn

を追加したものである。
さて, 以上の準備の下にホモトピー極限を定義しよう。

Definition 2.2.31. 小圏から Spacesへの covariant functor

F : X −→ Spaces

に対し
Ωq(F ) =

∏
f∈Nq(X )

F (tq(f))

と定義する。ただし
tq : Nq(X ) −→ ob(X )

は
(C0

f1−→ C1
f2−→ · · · fq−→ Cq) 7−→ Cq

で与えられる対応である。
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Ω∗(F ) = {Ωq(F )}は, 以下のようにして cosimplicial spaceとみなすことができる。
まず

ΩqF =
∏

C∈ob(X )

∏
C=tq(f)

F (C) =
∏

C∈ob(X )

Map(t−1
q (C), F (C)) (2.3)

であることに注意する。
また∆のmorphism

ϕ : p −→ q

と (gD) ∈ Ωp(F )に対し,

t−1
q (C)

ϕ∗

−→
∐

f∈t−1
q (C)

tp(ϕ∗(f))=D

t−1
n (D)

‘

gD−→
∐

f∈t−1
q (C)

tp(ϕ∗(f))=D

F (D) −→ F (C)

を C ∈ ob(X )に関して集めることにより
ϕ∗ : Ωp(F ) −→ Ωq(F )

を定義する。もちろん最後の写像は B∗(F )の simplicial spaceとしての記述で用いたものと同じものである。
これで Ω∗(F )は cosimplicial spaceになる。

Definition 2.2.32. この cosimplicial spaceの totalizationを

holimF = Tot(Ω∗(F ))

と表わし, F のホモトピー極限 (homotopy limit)と言う。
Remark 2.2.33. Ω∗(F )を F の cosimplicial replacementと言う。
定義では holimF は

∏
q Map(∆q,Ωq(F ))の部分空間であるが, これではちょっと扱いづらい。Geometric cobar

constructionのときのように, より小さい写像空間として表わせると嬉しい。そのために, comma category X ↓ C
を考える。(2.3)より, この記号を用いると

ΩqF =
∏

C∈ob(X )

∏
f∈Nq−1(X↓C)

F (C)

と表わせることに注意する。
Lemma 2.2.34. Covariant functor

F : X −→ Spaces

に対し, homotopy limitは次の equalizerの図式で表わされる。

holimF //
∏

C∈ob(X )

Map(B(X ↓ C), F (C))
ϕ //

ψ
//

∏
f :C→D

Map(B(X ↓ C), F (D))

ただし ϕと ψは, f : C −→ Dの成分への射影が, それぞれ合成∏
C∈ob(X )

Map(B(X ↓ C), F (C))
pC−→ Map(B(X ↓ C), F (C))

F (C)∗−→ Map(B(X ↓ C), F (D))

∏
C∈ob(X )

Map(B(X ↓ C), F (C))
pD−→ Map(B(X ↓ D), F (D))

(X↓f)∗−→ Map(B(X ↓ C), F (D))

で与えられる写像である。よって

holimF =
{

(fC)C∈ob(X ) ∈
∏

Map(B(X ↓ C), F (C))
∣∣∣natural with respect to C

}
である。
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Exercise 2.2.35. この Lemmaを確かめよ。
Remark 2.2.36. (2.2)や上の Lemmaから分かるように, ホモトピー (余) 極限を定義するためには, “B(C ↓ X ) を
かける”操作や “B(X ↓ C)を定義域とするmapping space”を作る操作ができる圏であればよい。よって位相空間の
圏 (CW複体の圏)で enrichされた圏ならよい。また小圏の分類空間は simplicial setの幾何学的実現で与えられてい
たことを思い出すと, simplicial model category (morphismの集合を simplicial setに拡張できるモデル圏, [Hir03]
の Chapter 9参照) でも定義できることが分かる。更に, EKMMの意味の spectrumのモデル圏 [EKMM97]にお
いても空間との smash productを取ったり, 空間からの mapping spectrumを作ったりできることからホモトピー
(余)極限が定義できる。一般のモデル圏でのホモトピー (余)極限については, Hirschhornの本 [Hir03]の Chapter
18, 19の議論をみるとよい。
Example 2.2.37. X を {1, 2}の空でない部分集合のなす圏とする。

{1}

{2} {1, 2}
���
� �
� �
��
�

//

連続写像
f : X −→ Y

と y0 ∈ Y に対し

F ({1}) = {y0}
F ({2}) = X

F ({1, 2}) = Y

F ({2} ↪→ {1, 2}) = f

により
F : X −→ Spaces

を定義する。上の Lemmaを用いてこの functorのホモトピー極限を求めよう。まず

B(X ↓ {1}) = B{1} = {∗}
B(X ↓ {2}) = B{2} = {∗}

B(X ↓ {1, 2}) = BX = [−1, 1] ∼= [0, 1]

である。
よって

holimF ⊂ Map(B(X ↓ {1}), {y0})×Map(B(X ↓ {2}), X)×Map(B(X ↓ {1, 2}), Y )

とみなしたとき, (f{1}, f{2}, f{1,2}) ∈ holimF であるための条件は次の図式が可換になることである。

{0} I {1}

y0 Y X

//

��
f{1}

��

f{1,2}

oo

��
f{2}

// oo

一点集合 {1}から X への連続写像とは X の点を一つ決めることに他ならないから, 結局 holimF は以下のような
Map(I, Y )×X の部分空間となる。

holimF = {(f{1,2}, x) ∈ Map(I, Y )×X | f{1,2}(0) = y0, f{1,2}(1) = f(x)}

これは Definition 1.2.1で定義された f の y0 上のホモトピーファイバー hofiber(f)y0 である。
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ホモトピー極限などのように cosimplicial spaceの Totで表わされる空間のホモトピー群の性質を調べる際には,
次のスペクトル系列が有効である。

Theorem 2.2.38. 各Xq が単連結である基点付き cosimplicial space X∗が fibrantであるとき, 次のスペクトル系
列が存在する。

E2
−s,t
∼= Hs(Nπt(X∗)) =⇒ lim

n
πt−s(Totn(X∗))

ただし収束は conditional convergence ([Boa99])である。またN は cosimplicial Abelian groupのnormalized cochain
complexである。

Remark 2.2.39. ここでは全てアーベル群で考えるため各Xq が単連結であると仮定した。このスペクトル系列の
構成のためには, この仮定は本質的ではない。

Boardmanのスペクトル系列の収束に関する理論 [Boa99]から lim1
r Z

r = 0ならば, このスペクトル系列は強収
束する。またそのとき

lim1

n
π∗(Totn(X∗)) = 0

であることも従う。よって
lim
n
π∗(Totn(X∗)) ∼= π∗(Tot(X∗))

となり強収束するスペクトル系列

E2
−s,t = Hs(Nπt(X∗)) =⇒ πt−s(Tot(X∗))

が得られる。
ホモトピー極限の場合, 恒等射以外で合成可能な morphismの最大数により E1-termの vertical vanishing line

が得られる。

Lemma 2.2.40. 基点付き空間の図式
F : C −→ (Spaces ↓ B)∗

について, C の合成可能な n個morphismの列

C0
f1−→ C1

f2−→ · · · fn−→ Cn

には必ず恒等射が含まれるとする。このとき F のホモトピー極限のホモトピースペクトル系列について, s ≥ nに
対し

E1
−s,t = 0

となる。よってこのスペクトル系列は強収束する。

Proof. Ω∗F を F のホモトピー極限を定義するときの cosimplicial spaceとする。定義より

(Ω∗F )s =
∏

α∈ob(C)

Map(t−1
s (α), F (α))

である。よって
πt ((Ω∗F )s) =

∏
α∈ob(C)

Map(t−1
s (α), πt(F (α)))

である。(t−1
s (α)は discrete set。)

また

E1
−s,t = Nsπt(Ω∗F ) =

s−1∩
j=0

Ker sj (2.4)
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であり, sj は
gα : t−1

s (α) −→ πt(F (α))

達に対し
t−1
s−1(α)

(sj)∗−→ t−1
s (α)

gα−→ πt(F (α))

達を対応させることで与えられている。仮定より s ≥ nなら t−1
s (α)の中に必ず恒等射が含まれ (sj)∗は恒等射を挿

入する写像であるから

t−1
s (α) =

s−1∪
j=0

Im(sj)∗

となる。(2.4)より (gα) ∈ Nsπt(Ω∗F ) = E1
−s,t ならば全ての j に対し

gα|Im(sj)∗ = 0

であるから, 以上のことより
gα = 0

となる。

ここで, この講義で用いるホモトピー (余)極限に関する次の性質をまとめておこう。まず極限どうしの可換性に
ついて。

Lemma 2.2.41. ホモトピー (余)極限について次が成り立つ。

1. holimと holimは可換。

2. C が BC が有限複体になる小圏ならば

hocolim
i

holim
C

F ' holim
C

hocolim
i

F

である。ここで hocolimi は sequential homotopy colimitである。

3. hocolimと hocolimは可換。

複雑なホモトピー極限を調べるときは次の Covering Lemmaが有効である。

Theorem 2.2.42 (Covering Lemma). C をホモトピー極限を持つモデル圏, X を小圏とし X1 と X2 をその部分圏
とする。もし nerveについて

N(X ) = N(X1) ∪N(X2)

が成り立つなら
F : X −→ C

に対し, 部分圏の包含により誘導される次の図式は Cartesian diagramである。

holimF holimF |X1

holimF |X2 holimF |X1∩X2

//

�� ��
//

Cartesian diagramの定義は Definition 3.2.8を参照のこと。
もちろん, 2個ではなく一般に n個の部分圏に分ける場合も考えられる。

Theorem 2.2.43 (Covering Lemma). Cをホモトピー極限を持つモデル圏, X を小圏とし X1, · · · , Xnをその部分
圏で以下の条件をみたすものとする:



30 Chapter 2. 準備

1. N(X ) = ∪ni=1N(Xi)

2. 任意のK ⊂ 〈n〉に対し

N

(∪
i∈K
Xi

)
=
∪
i∈K

N(Xi)

このとき
F : X −→ C

に対し

ZF (K) =

{
holim(F |∩i∈KXi), K 6= ∅
holimF, K = ∅

とおくと ZF は Cartesian n-cubeである。

Sketch of Proof. nに関する帰納法。n = 2のときは holimF を

holimF =


(fC)C∈ob(X )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|X ↓ C| F (C)

|X ↓ D| F (D)

//

���
��
� �
� �
��
�

���
� �
��
� �
� �
�

//


と表わし, 条件を用いて図式

holimF holimF |X1

holimF |X2 holimF |X1∩X2

//

�� ��
//

が pull-back diagramであることを確かめる。このとき写像は全て fibrationなので, この図式は Cartesianであるこ
とが分かる。
一般の nについて示すために帰納法を用いるときには (n+ 1)-cubeを n-cube から n-cubeへのmorphismとみ

なせばよい。

さて, ホモトピー (余)極限を導入する動機となったホモトピー不変性についてであるが, ある程度一般的なモデ
ル圏で議論しようとすると, Definition 2.2.10の後のコメントからも分かるように, (co)fibrantなものに制限しない
といけない。とりあえず結果を書くと以下のようになる。

Theorem 2.2.44 ([Hir03]の Theorem 18.5.3). X を小圏とし, C を simplicial model categoryとする。C の中の
X -diagram

F,G : X −→ C

が, 各 object C ∈ ob(X )に対し F (C)も G(C)も cofibrantであるとする。自然変換

ϕ : F −→ G

が, 各 objectについて弱同値
ϕ(C) : F (C)

'
w−→ G(C)

であるものなら
hocolimϕ : hocolimF −→ hocolimG
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は弱同値である。
同様に F,Gが各 objectに対し F (C)も G(C)も fibrantであり, ϕが各 objectに対し弱同値なら

holimϕ : holimF −→ holimG

は弱同値になる。

我々の考えているのは C が位相空間の圏である場合であるが, このとき全ての objectは fibrantであることに注
意する (Example 2.1.9参照)。よってホモトピー極限については次を得る。

Corollary 2.2.45. X を小圏とし位相空間の X -diagram

F,G : X −→ Spaces

の間に objectごとに弱ホモトピー同値である自然変換

ϕ : F −→ G

があるとする。すると
holimϕ : holimF −→ holimG

は弱ホモトピー同値になる。

ホモトピー余極限については, モデル構造に注意しなければならない。まず Strømのモデル構造で考えれば全て
の objectは cofibrantであるから次が分かる。

Corollary 2.2.46. X を小圏とし位相空間の X -diagram

F,G : X −→ Spaces

の間に objectごとにホモトピー同値である自然変換

ϕ : F −→ G

があるとする。すると
hocolimϕ : hocolimF −→ hocolimG

はホモトピー同値になる。
もちろん, 基点付き位相空間の圏で考える場合は cofibrant, つまり基点が nondegenerateである, という条件を

付けなければならない。

一方, 弱ホモトピー同値不変性を考えるときには Quillenのモデル構造を考えなければならず, 上の Theoremを
用いるときには cofibrantな objectに制限しないといけない。ところが, 位相空間の圏に限れば cofibrantの条件が
要らないことが Duggerと Isaksenの [DI]の Appendix Aで示されている。彼等は Strømのモデル構造との比較に
より証明している。

Theorem 2.2.47. X を小圏とし位相空間の X -diagram

F,G : X −→ Spaces

の間に objectごとに弱ホモトピー同値である自然変換

ϕ : F −→ G

があるとする。すると
hocolimϕ : holimF −→ hocolimG

は弱ホモトピー同値になる。
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この節の最後としてホモトピー (余)極限などについての参考文献を挙げておく。
まず simplicial setについては, [DH01]にある Dwyerの解説が, その単体複体との関係まで含めて書いてあり初

学者には分り易い, と思う。もちろん, simplicial setについての最も有名な教科書はMayの [May92]であるが。他
には Curtisの [Cur71]という surveyもある。新しいのは Goerss-Jardineの [GJ99]であるが, 初学者にはとっつき
にくいと思う。
ホモトピー余極限については, やはり [DH01]のDwyerの解説が非常に分り易い。MadsenとWeissの論文 [MW]

の Appendix Dも参考になる。ホモトピー不変性のところで挙げた Duggerと Isaksenの [DI]も一読に値する。
ホモトピー極限については, Goodwillieの [Goo92]がよいだろう。
もちろん, ホモトピー (余)極限のオリジナルの文献は BousfieldとKanの本 [BK72]である。ホモトピー (余)極

限のモデル圏的な扱いについやその性質については, 何度も挙げているが, [Hir03]がよいだろう。

2.3 圏の分類空間について
ホモトピー極限やホモトピー余極限は圏の分類空間を用いて定義されている。よって, それらを扱う際には圏の分類
空間の基本的な性質に慣れ親しんでおく必要がある。この sectionでは, 関手の微積分を行なうために必要な圏の分
類空間に関する事項をまとめた。
圏を扱うためには, まずは関手について調べておく必要がある。以下, 特に断らない限り関手はすべて共変関手

とする。

Lemma 2.3.1. 小圏の間の関手
F : C −→ D

に対し, simplicial setの写像
N∗F : N∗(C) −→ N∗(D)

が誘導され, よって連続写像
BF : BC −→ BD

が得られる。
つまり分類空間を取る操作は, 小圏の圏から位相空間の圏への共変関手である。

Lemma 2.3.2. F0, F1 : C −→ Dを小圏の間の関手とする。自然変換

ϕ : F0 −→ F1

が存在するならば
BF0 ' BF1

である。

この Lemmaの証明のために, 次の事実が必要になる。

Lemma 2.3.3. 小圏 C と Dに対し, 射影は自然な同相

B(C × D) ∼= BC ×BD

を誘導する。

Proof of Lemma 2.3.2. 関手
H : C × P(〈1〉) −→ D

を次で定義する: まず objectに対しては ob(C × P(〈1〉)) = ob(C × ∅)
∐

ob(C × {1})であることから

H|C×∅ = F0

H|C×{1} = F1
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で定義する。これで morphism についても, C × ∅ の morphism と C × {1} の morphism に対しては定義された。
f × g = (f × 1) ◦ (1× g)であることから, あとは C の object C に対し 1C × (∅ ↪→ 〈1〉)というmorphismに対して
決めればよいが, それは

H(1C × (∅ ↪→ 〈1〉)) : H(C × ∅) = F0(C)
ϕC−→ F1(C) = H(C × 〈1〉)

でよい。
この関手から連続写像

BH : B(C × P(〈1〉)) −→ BD

が得られるが, 上の Lemmaと Example 2.2.16より

B(C × P(〈1〉)) ∼= B(C)×B(P(〈1〉)) ∼= B(C)× [0, 1]

となり, BH が求めるホモトピーであることが分かる。

Corollary 2.3.4. C が initial objectまたは terminal objectを持つ小圏ならば

BC ' ∗

である。

Proof. ∗を objectも morphismも唯一つの圏とする。C が initial object または terminal object C0 を持つとする
と, 関手

F : ∗ −→ C

が F (∗) = C0 により定義される。また uniqueな関手

G : C −→ ∗

がある。このとき
G ◦ F = 1∗

である。また
F ◦G(C) = C0

であるが, C0 が initial objectのときは, uniqueなmorphism

C0 −→ C

により自然変換
F ◦G −→ 1C

が定義される。よって Lemma 2.3.2より

BF ◦BG ' B1C = 1BC

となり
BC ' B∗ = {∗}

である。
C0 が terminal objectのときは自然変換

1C −→ F ◦G

が定義されることから分かる。

このことから, 次が分かる。
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Lemma 2.3.5. C を initial object C0 を持つ小圏とする。関手

F : C −→ Spaces

に対し, 定義域の圏の制限により与えられる写像

holimF −→ holimF |C0 = F (C0) = limF

はホモトピー同値である。

Proof. Lemma 2.2.34より,

holimF =
{

(fC)C∈ob(C) ∈
∏

Map(B(X ↓ C), F (C))
∣∣∣ natural with respect to C

}
であり, 一方

holimF |C0 = {fC0 : B({C0}) −→ F (C0)} = F (C0)

である。C ↓ C は initial object C0 −→ C を持つので, Corollary 2.3.4より

B(C ↓ C) ' ∗

である。またこのホモトピー同値は C に関し naturalであり, よって

holimF '

(fC)C∈ob(C)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
F (C) F (C ′)

∗

//
__???????

??�������


= limF

= F (C0)

である。

同様に次を得る。

Lemma 2.3.6. C を terminal object C0 を持つ小圏とする。関手

F : C −→ Spaces

に対し, C0 への定値関手 C −→ {C0}を合成することにより与えられる写像

colimF = F (C0) = hocolimF (C0) −→ hocolimF

はホモトピー同値である。

Bousfield-Kanはより一般に関手

ϕ : A −→ B
F : B −→ Spaces

に対し
holimF −→ holimF ◦ ϕ

が弱同値になる条件を調べている。Bousfield-Kanは left cofinalityと呼んでいるが, Hirschhorn [Hir03]は homotopy
left cofinalityと呼んでいる。Hirschhornが述べているように, “left cofinality”という言葉は通常の極限のための条
件に用いた方がよいと思うので, ここでは Hirschhornの用語に従うことにする。
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Definition 2.3.7. Aと Bを小圏とし
ϕ : A −→ B

を関手とする。任意の Bの object bに対し B(ϕ ↓ b)が可縮であるとき F は homotopy left cofinalであるという。
ただし ϕ ↓ bは pair (a, ϕ(a)→ b)を objectとする圏である。
また, 任意の Bの object bに対し B(b ↓ ϕ)が可縮であるとき homotopy right cofinalという。ただし b ↓ ϕは

pair (a, b→ ϕ(a))を objectとする圏である。

Theorem 2.3.8. Aと Bを小圏とし
ϕ : A −→ B

を homotopy left cofinalな関手とする。すると, 任意の関手

F : B −→ Spaces

に対し弱ホモトピー同値
holimF

'
w−→ holimF ◦ ϕ

がある。

Remark 2.3.9. ホモトピー (余)極限の弱同値不変性の議論 (Theorem 2.2.44)から想像できるように, この定理を
一般のモデル圏で考えようとすると, F が objectwise fibrantである, という条件が必要になる。ホモトピー余極限
の場合には, もちろん objectwise cofibrantでないといけない。詳しくは [Hir03]の §19.6を見るとよい。

さて, 圏の分類空間が古典的な分類空間の一般化になっていることはすぐ分かる。古典的な分類空間の構成には
いくつかのものがあるが, Milgramによる geometric bar construction [Mil67]とその一般化 [May75]が最も良い性
質を持つ。

Definition 2.3.10. Gを topological monoidとしX と Y を Gがそれぞれ右および左から作用する空間とする。

Bn(X,G, Y ) = X ×Gn × Y

とし, Gの積と作用, そして単位元の inclusionで simplicial space B∗(X,G, Y )にする。これを two-sided bar con-
structionという。

EG = |Bn(∗, G,G)|
BG = |Bn(∗, G, ∗)|

と書く。BGを Gの分類空間という。

Lemma 2.3.11. 群 Gを objectが一つ, morphismの集合が G, 合成が Gの積で与えられる圏 CG と同一視すると,
その分類空間 BCG は two-sided bar constructionによる群の分類空間 BGの定義と一致する。
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ホモトピー切除定理

3.1 古典的なホモトピー切除定理
ホモロジー群の公理の一つである切除同型は, ホモトピー群では一般には成り立たない。Blakers と Massey は
[BM51, BM52, BM53]においてホモトピー群の切除同型を研究し, 空間の連結性が十分高いとき, ある次数まではホ
モトピー群に対し切除同型が成り立つことを証明した。
ホモロジー群に対する切除同型は, CW複体X とその部分複体A,BでX = A∪Bであるものに対し, 包含写像

から誘導される写像が同型
Hn(B,A ∩B)

∼=−→ Hn(X,A)

であるというものである。
この状況を以下の図式で考えよう。

A ∩B A

B X

//

���
� �
��
� �
�

iA∩B

���
� �
��
� �
�

iA

//

(3.1)

X = A ∪B という仮定は

X = colim


A ∩B A

B

//

���
� �
��
� �
�


ということである。
一般に対のホモロジー群について

Hn(B,A ∩B) ∼= H̃n(hocofiber(iA∩B))

Hn(X,A) ∼= H̃n(hocofiber(iA))

であるが, 包含写像

iA∩B : A ∩B ↪→ B

iA : A ↪→ X

は共に部分複体の包含写像であり cofibrationである。よって homotopy cofiber と cofiberがホモトピー同値になり

Hn(B,A ∩B) ∼= H̃n(B/A ∩B)

Hn(X,A) ∼= H̃n(X/A)

となる。仮定から, 上の図式は push-out diagramであり cofiberを保つ。よって

Hn(B,A ∩B) ∼= H̃n(B/A ∩B) ∼= H̃n(X/A) ∼= Hn(X,A)
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となる。
対のホモトピー群については

πn(B,A ∩B) = πn−1(hofiber(iA∩B))
πn(X,A) = πn−1(hofiber(iA))

であり, ホモトピー群に対する切除同型を考えるということは iA∩B と iAの homotopy fiberを比較することに他な
らない。一般に次の事実がある。

Lemma 3.1.1. 空間のホモトピー可換な図式

A B

C D

//f

��
ϕ

��
g

//ψ

は, 次のホモトピー可換な図式に拡張できる:

T hofiber(ϕ) hofiber(g)

hofiber(f) A B

hofiber(ψ) C D

//

��

//

�� ��
//

��

//f

��

ϕ

��

g

// //ψ

ここで縦横の列は全て homotopy fiber sequenceである。

Exercise 3.1.2. この Lemmaを証明せよ。

この Lemmaから, 図式 (3.1)において T '
w
∗なら

hofiber(iA∩B)'
w

hofiber(iA)

となり, ホモトピー群に対し切除同型が成り立つ。もちろん, 一般には T '
w
∗ではないが, T の連結性が十分高いと

きには低い次元のホモトピー群で切除同型が成り立つことが分かる。
より正確には, Blakers-Masseyは次を証明した。

Theorem 3.1.3. 可換図式
X(∅) X({1})

X({2}) X({1, 2})

//

�� ��
//

で以下の条件をみたすものを考える:

1. X({1, 2})'
w

hocolim(X({1})←− X(∅) −→ X({2}))

2. X(∅) −→ X({1})は k1 連結
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3. X(∅) −→ X({2})は k2 連結

このとき

X(∅) −→ holim


X({1})

X({2}) X({1, 2})
��

//


は (k1 + k2 − 1)連結である。

ここで写像の連結性とは以下で定義されるものである。

Definition 3.1.4. 連続写像 f : X −→ Y が k連結とは hofiber(f)が (k − 1)連結であることと定義する。

この Blakers-Masseyの定理は, 何人かにより一般化されてきた。これについては次節で詳しく扱う。

3.2 空間の立方体的図式
前節のホモトピー切除定理の状況を一般化し, X の部分空間A1, · · · , An が与えられたとしよう。Example 2.2.16で
現れた記号 〈n〉 = {1, · · · , n}を用いて, S ⊂ nに対し

XS =
∩
i 6∈S

Ai

とおく。すると包含写像 S1 ↪→ S2 は自然に包含写像

XS1 ↪→ XS2

を誘導する。つまり 〈n〉の部分集合と包含写像の成す圏から位相空間の圏への関手が得られる。

Definition 3.2.1. 集合 S に対し

P(S) = S の部分集合と包含写像の成す圏

とする。
空間の n-cubeとは, 共変関手

X : P(〈n〉) −→ Spaces

のことと定義する。

Blakers-Masseyの定理で考えたのは, 空間の 2-cube X に対しその右下の頂点を抜いた図式のホモトピー余極限
が右下と弱同値なとき, その左上の頂点を抜いた図式のホモトピー極限の連結性だった。一般の n-cubeでも, その
二つの頂点を抜いた図式は重要である。

Definition 3.2.2. 空間の n-cube X に対し

h0(X) = holim
∅6=K∈P(〈n〉)

X(K)

h1(X) = hocolim
〈n〉6=K∈P(〈n〉)

X(K)

と定義する。

これらの頂点を除かない図式については, Lemma 2.3.5と Lemma 2.3.6により次のようになる。
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Lemma 3.2.3. 空間の n-cube X に対し

holimX ' X(∅)
hocolimX ' X(〈n〉)

である。

Definition 3.2.4. 空間の n-cube X に対し, 写像

a(X) : X(∅) −→ h0(X)

を次で定義する:
X(∅) = limX ' holimX −→ holim

K 6=∅
X(K) = h0(X)

a(X)の homotopy fiberを f̃X と表わし, X の total homotopy fiber という。

Remark 3.2.5. 一般に, (discreteな)小圏 C とその部分圏 Dが与えられたとき,

F : C −→ Spaces

に対し
holimF −→ holimF |D

は fibrationになる。よって f̃X は
holimX −→ holim

K 6=∅
X

の本当のファイバーとホモトピー同値である。

f̃X にはいくつかの記述がある。

Lemma 3.2.6. Example 2.2.16より, P(〈n〉) = P(〈n〉)− {∅}とすると

BP(〈n〉) = {(t1, · · · , tn) ∈ In | max{t1, · · · , tn} = 1}
= In1

である。すると

f̃X = {(x, ω) ∈ X(∅)×Map(I, h0(X)) | ω(0) = a(x), ω(1) = ∗}

=


(x;ωK)K∈ob(P(〈n〉))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I
|K|
1

X(K)

I
|L|
1

X(L)

//ωK(t)

���
� �
��
� �
�

���
� �
� �
��
�

//ωL(t)


である。

Lemma 3.2.7. 空間の n-cube X を (n− 1)-cubeの間の写像

X0 −→ X1

とみなすと
f̃X = hofiber(f̃X0 −→ f̃X1)

である。
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Definition 3.2.8. 空間の n-cube X に対し, X が Cartesianとは a(X) : X(∅) −→ h0(X)が弱同値のことと定義す
る。またX が k-Cartesian とは a(X)が k連結であることと定義する。

以上を dualizeする。

Definition 3.2.9. 空間の n-cube X に対し, 写像

b(X) : h1(X) −→ X(〈n〉)

を次で定義する:
h1(X) = hocolim

K 6=〈n〉
X(K) −→ hocolimX −→ colimX = X(〈n〉)

b(X)の homotopy cofiberをX の total homotopy cofiber という。

Definition 3.2.10. 空間の n-cube X に対し, X が co-Cartesianとは b(X) : h1(X) −→ X(〈n〉)が弱同値のことと
定義する。またX が k-co-Cartesianとは b(X)が k連結であることと定義する。

Example 3.2.11. n = 1のとき, 空間の 1-cubeとは写像

X(∅) −→ X(〈1〉)

のことである。X の total homotopy fiberとは, この写像の homotopy fiberであり, X が k-Cartesianであること
と k-co-Cartesianであることは一致する。またそのための必要十分条件はX(∅) −→ X(〈1〉)が k連結であることで
ある。またX が Cartesianおよび co-Cartesianであるための必要十分条件は, 弱同値であることである。

n = 2のとき, 空間の 2-cubeとは, 可換図式

X(∅) X({1})

X({2}) X(〈2〉)

//

�� ��
//

である。Blakers-Masseyのホモトピー切除定理を言い換えると, X が co-Cartesianで

X(∅) −→ X({i})

が ki 連結ならば, X は (k1 + k2 − 1)-Cartesianである, ということである。つまり Blakers-Masseyの定理は co-
Cartesianな図式がどれだけ Cartesianな図式に近いかを述べている。

Blakers-Masseyの定理を一般化するためには, もう少し言葉を準備する必要がある。

Definition 3.2.12. X を空間の n-cubeとする。U ⊂ T ⊂ 〈n〉に対し

∂TUX : P(T − U) −→ Spaces

を
∂TUX(V ) = X(U ∪ V )

と定義する。またこのような図式をX の面という。

Definition 3.2.13. X を空間の n-cubeとする。
X が strongly Cartesianであるとは, 任意の T ⊂ U ⊂ 〈n〉で |T −U | ≥ 2であるものに対し, ∂TU が Cartesianで

あることと定義する。
双対的に, X が strongly co-Cartesianであるとは, 任意の T ⊂ U ⊂ 〈n〉で |T −U | ≥ 2であるものに対し, ∂TU が

co-Cartesianであることである。
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Lemma 3.2.14. 空間の n-cube X が strongly (co-)Cartesianであるための必要十分条件は, その 2次元の面が全て
(co-)Cartesianであることである。

Definition 3.2.15. 空間の n-cube X が次の条件をみたすとき pushout cubeという:

1. 各X(∅) −→ X({s})が cofibration

2. 他のX(K)はX(∅) −→ X({s})達から pushout を取ることで得られる。

双対的に, X が以下の条件をみたすとき pullback cubeであるという:

1. 各X(〈n〉 − {s}) −→ X(〈n〉)が fibration

2. 他のX(K)は, これらの写像から pullbackを取ることで得られる。

Proposition 3.2.16. Xがpushout cubeならば, Xは strongly co-Cartesianである。逆にXが strongly co-Cartesian
ならば, pushout cube X̃ と n-cubeの弱同値

X̃ −→ X

が存在する。ここで n-cubeの弱同値とは, Example 2.1.11で与えられたものである。

もちろん pullback cubeに対し, 双対的な命題が成り立つ。

Proposition 3.2.17. X が pullback cubeならば, X は strongly Cartesianである。逆に X が strongly Cartesian
ならば, pullback cube X̃ と n-cubeの弱同値

X −→ X̃

が存在する。

Remark 3.2.18. 以上のことにおいて, k-Cartesianおよび k-co-Cartesian以外の概念は, ホモトピー (余)極限を
持つモデル圏で定義できることに注意する。

これで, Blakers-Masseyの定理の一般化 (とその双対版)を述べる準備ができた。

Theorem 3.2.19. X が strongly co-Cartesianな n-cubeのとき, 各 iに対し

X(∅) −→ X({i})

が ki 連結なら, X は (
∑n
i=1 ki − (n− 1))-Cartesian である。

Theorem 3.2.20. X が strongly Cartesianな n-cubeのとき, 各 iに対し

X(〈n〉 − {i}) −→ X(〈n〉)

が ki 連結なら, X は (
∑n
i=1 ki + (n− 1))-co-Cartesian である。

Goodwillieは, ホモトピー関手
F : Spaces −→ Spaces

が与えられたとき, F が空間の n-cubeの Cartesianおよび co-Cartesianな度合いをどのように変えるかを調べた。

Definition 3.2.21. モデル圏の間の関手
F : C −→ D

は, 弱同値を保つときホモトピー関手と呼ばれる。

Definition 3.2.22. C と Dをモデル圏とし, C はホモトピー余極限を, Dはホモトピー極限を持つとする。このと
きホモトピー関手

F : C −→ D

が n-excisiveであるとは, 任意の strongly co-Cartesian (n+ 1)-cube X に対し F ◦X が Cartesianであることと定
義する。
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Proposition 3.2.23. F が (n− 1)-excisiveならば n-excisiveである。

Proof. (n+ 1)-cube X は n-cubeの間のmorphism

X0 −→ X1

とみなすことができる。定義より, X が strongly co-CartesianならばX0 もX1 も strongly co-Cartesianである。
仮定より F は (n− 1)-excisiveであり, F ◦X0 と F ◦X1 は共に Cartesianとなる。よって

a(F ◦X0) : (F ◦X0)(∅) −→ h0(F ◦X0)
a(F ◦X1) : (F ◦X1)(∅) −→ h0(F ◦X1)

は共に弱同値である。つまり total homotopy fiber f̃(F ◦X0) と f̃(F ◦X1)は weakly contractibleである。ここで
Lemma 3.2.7より

f̃(F ◦X) = hofiber(f̃(F ◦X0) −→ f̃(F ◦X1))

であるから, f̃(F ◦X)も weakly contractibleである。

Example 3.2.24. F が 0-excisiveであるとは, 任意のmorphism

f : X −→ Y

に対し, 1-cube
F (f) : F (X) −→ F (Y )

が Cartesian, つまり弱同値であることである。よって 0-excisiveなホモトピー関手とは, 全てのmorphismを弱同値
に写すものである。

Example 3.2.25. F が 1-excisiveということは homotopy pushout diagram

X(∅) X({1})

X({2}) X(〈2〉)
��

//

��
//

を homotopy pullback diagram
F (X(∅)) F (X({1}))

F (X({2})) F (X(〈2〉))
��

//

��
//

に変換するということである。よって cofibrationを quasifibrationに変換する。逆に, 任意の strongly co-Cartesian
cubeは各

X(∅) −→ X({i})

が cofibrationである pushout cubeに (up to weak equivalenceで)取り換えることができる (Proposition 3.2.16)こ
とから, cofibrationを quasifibrationに変換するホモトピー関手は 1-excisiveである。
そのような関手で最も古くから知られているものは無限対称積 SP∞(X)である。QuasifibrationはDoldとThom

により [DT58]で導入された概念であるが, その論文の主定理として SP∞ が cofibrationを quasifibrationに変換す
ることが証明されている。よって SP∞ は 1-excisiveである。
より一般に, E をスペクトラムとし, 関手

FE : Spaces∗ −→ Spectra
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を FE(Y ) = E ∧ Y で定義する。このとき
π∗(FE(Y )) = E∗(Y )

である。スペクトラムの圏では, homotopy fiberは homotopy cofiberの desuspensionであり, F は cofibrationを保
つことから F は 1-excisiveになる。
より一般に E ∧X∧n は n-excisiveである。

このようにホモトピー関手が n-excisiveであるということは非常に強い条件であり, 通常は調べたいホモトピー
関手がある nに関し n-excisiveであることは期待できない。しかし Blakers-Masseyの定理が示唆するように, 適当
な連結性を仮定すればある次元までは n-excisiveと同じ条件をみたす可能性はある。

Definition 3.2.26. ホモトピー関手
F : C −→ D

が stably n-excisiveであるとは, ある κと cが存在し, 任意の ks ≥ κと strongly co-Cartesianな (n+ 1)-cube X で,
各 sに対し

X(∅) −→ X({s})

が ks 連結なものに対し, F ◦X が (
∑
ks − c)-Cartesianであることと定義する。

また κと cに対する上の条件を En(κ, c)と書くことにする。

Definition 3.2.27. ρ ≥ 0に対し, F が ρ-analyticであるとは, 任意の n ≥ 1に対し F が En(nρ− q, ρ+ 1)をみた
すような qが存在することと定義する。

Blakers-Masseyの定理を言い換えると次のようになる。

Example 3.2.28. 恒等関手
1 : Spaces −→ Spaces

に対し, (一般化された)ホモトピー切除定理より F は各 nに対し En(n− 1, 2)をみたす。よって 1は 1-analyticで
ある。
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Taylorタワーの構成

Chapter 1で関数の微積と関手の微積の類似性を説明した際には, Taylor展開 (MacLaurin展開)を用いた。MacLaurin
展開は原点の近傍, つまり 0に十分近い点での関数の多項式による近似であり, 関手の場合は ∗と十分近い空間, つ
まりX −→ ∗の連結性が十分高い空間に対する多項式関手による近似と考えるべきである。
関数の微積を考える際には, 原点の周りだけでなく一般の x ∈ Rの近傍を考える必要があるように, 関手の微積

の場合も空間 B に対し連結性が十分高い写像
f : X −→ B

を考えるべきである。よって関手の微積を行なう場としては, comma category (Spaces ↓ B)が自然な選択肢であ
る。基点付きの場合は, もちろん (Spaces ↓ B)∗ である。
この章では, まず fiberwiseホモトピー論の復習をしてから, Taylor tower (Goodwillie tower)の構成を述べる。

4.1 Fiberwise Homotopy

位相空間 Bに対し B上の空間の圏 (Spaces ↓ B)がモデル構造を持つ, よってホモトピー論ができることは §2.1で
述べた通りである。しかしながら, Taylor towerの構成を行なうためには, 単にモデル圏になっていることだけでは
不十分であり, 圏 (Spaces ↓ B)におけるより具体的な構成が必要になる。
まずは fiberwise joinである。

Definition 4.1.1. pX : X −→ B と pY : Y −→ B の fiberwise joinを

X ∗B Y = hocolim


X ×B Y Y

X

//

���
��
� �
� �
� �


で定義する。つまり

X ∗B Y =
(
X
∐

Y
∐

(X ×B Y )× I
)/

(x, y, 0) ∼ x
(x, y, 1) ∼ y

である。
基点付きの場合は基点付きの圏での homotopy colimitを用いて定義する。

Remark 4.1.2. Fiberwise joinは Strømの論文 [Str72]で使われている。

Joinの基本的な性質は以下のものである。

Lemma 4.1.3. Spaces ↓ B の object X1, · · · , Xn に対し, 次の同相がある。

((X1 ∗B X2) ∗B · · · ∗B Xn) ∼=
(
(X1 ×B · · · ×B Xn)×∆n−1

)/
∼
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ここで
∆n−1 =

{
(t1, · · · , tn) ∈ Rn

∣∣∣∑ ti = 1, ti ≥ 0
}

とみなし, 関係 ∼は, ti = 0のとき

(x1, · · · , xi, · · · , xn; t1, · · · , 0, · · · , tn) ∼ (x1, · · · , x̂i, · · · , xn; t1, · · · , t̂i, · · · , tn)

と同一視するものである。

Proof. nに関する帰納法である。nまで正しいと仮定して n+ 1の場合を証明するためには, 同相写像((X1 ×B · · · ×B Xn)×∆n−1
)/
∼

 ∗B Xn+1 −→ ((X1 ×B · · · ×B Xn+1)×∆n)
/
∼

を作ればよいが, それは写像

∆n−1 × I −→ ∆n

((s1, · · · , sn), t) 7−→ (1− t)(s1, · · · , sn, 0) + t(0, · · · , 0, 1)

で定義すればよい。

Corollary 4.1.4. ∗B は associativeである。

Fiberwiseな圏を通常の位相空間の圏と比較するためには, 以下の functorを用いると便利である。これらは Larry
Smithの Eilenberg-Moore spectral sequenceの構成 [Smi70b, Smi70a]で使われている functorとその記号である。

Definition 4.1.5. Forgetful functorを

T : (Spaces ↓ B) −→ Spaces

F : (Spaces ↓ B)∗ −→ (Spaces ↓ B)

と表わす。また
S : Spaces −→ (Spaces ↓ B)

を S(X) = X ×B で,
G : (Spaces ↓ B) −→ (Spaces ↓ B)∗

を G(X −→ B) = X qB −→ B で定義する。
S の基点付きの versionとして

Γ : Spaces∗ −→ (Spaces ↓ B)∗

を Γ(X) = X ×B で定義する。更に

Φ : (Spaces ↓ B)∗ −→ Spaces∗

を Φ(X) = X/s(X)で定義する。ただし (Spaces ↓ B)∗ の object を写像の組

p : X −→ B

s : B −→ X

で p ◦ s = 1B であるものと考えている。

S : Spaces −→ Spaces ↓ B が joinを保つことはすぐ分かる。

Lemma 4.1.6. 任意のX,Y に対し
S(X) ∗B S(Y ) ∼= S(X ∗ Y )

である。
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更に, 次の位相空間に対する構成の類似が必要になる。

Definition 4.1.7. (Spaces ↓ B)の object X −→ B に対し

CB(X) = X ∗B S(〈1〉)
ΣB(X) = X ∗B S(〈2〉)

と定義する。

より一般にK ∈ P(〈n〉)と fiberwise joinを取る, という操作は, 実は Taylor towerの構成にとって重要な意味を
持つ。

4.2 ホモトピー関手の多項式近似
いよいよ Taylor towerの構成を行なう。最初の段階は, 関手 F の n次多項式関手による近似 PnF の構成である。ス
ペクトラム E と基点付き空間X に対し E ∧X∧n が n-excisiveであることから,

F が n次以下の多項式 = F が n-excisive

と考えることにしよう。よって PnF としては F の n-excisiveな関手による近似を考えることにする。そのために,
まず stably n-excisiveな関手に対し, それをより stableにする操作を考える。

Definition 4.2.1. Dをホモトピー極限を持つモデル圏とする。ホモトピー関手

F : (Spaces ↓ B) −→ D

に対し
TnF : (Spaces ↓ B) −→ D

を
TnF (X) = holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
F (X ∗B S(K))

で定義する。
また F から TnF への natural transformation

tnF : F −→ TnF

を次の合成で定義する:

F (X) = F (X ∗B S(∅))
' holim

K∈P(〈n+1〉)
F (X ∗B S(K))

−→ holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

F (X ∗B S(K))

= TnF (X)

ここで (Spaces ↓ B)の object X −→ B に対し

K 7−→ X ∗B S(K)

は (Spaces ↓ B)の (n+ 1)-cubeであるから, この cubeを

JnX : P(〈n+ 1〉) −→ Spaces ↓ B

とする。
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Lemma 4.2.2. JnX は pushout cube, よって strongly co-Cartesian cubeである。

この cubeを用いると, Definition 3.2.2と Definition 3.2.4の記号では

TnF = h0(F ◦ JnX)
tnF = a(F ◦ JnX)

となる。よって tnF のホモトピーファイバーは, F が fiberwise joinでできる strongly co-Cartesian cubeをどれだ
け Cartesianな cubeにするかを測るものである。より正確に述べるために次の言葉を用いる。

Definition 4.2.3. ホモトピー関手
F,G : (Spaces ↓ B)∗ −→ D

の間の natural transformation
u : F −→ G

に対し, uが On(c, κ)をみたすとは, 任意の k連結 (k ≥ κ) な object X −→ B に対し

uX : F (X) −→ G(X)

が ((n+ 1)k − c)連結になること, と定義する。
また, ある c, κで On(c, κ)をみたす自然変換 uが存在するとき, F と Gは n次まで一致するという。

Proposition 4.2.4. ホモトピー関手
F,G : (Spaces ↓ B)∗ −→ D

と natural transformation
u : F −→ G

について, uが On(c, κ)をみたすなら
Tnu : TnF −→ TnG

は On(c− 1, κ− 1)をみたす。よって Tnuは On(c, κ)をみたす。

この Proposotionの証明の準備のために, その結論を言い換えてみる。証明すべきことは, k ≥ κ− 1である kに
ついて, 任意の k連結な空間X に対し

Tnu : TnF (X) −→ TnG(X)

が ((n+ 1)k − c+ 1)連結であることである。つまり

holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

F (X ∗B S(K)) −→ holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

G(X ∗B S(K))

が ((n+ 1)k − c+ 1)連結であることを示す。
X が k連結であることより, K 6= ∅に対しX ∗B S(K)は (k + 1)連結である。よって uが On(c, κ)をみたすこ

とより
u : F (X ∗B S(K)) −→ G(X ∗B S(K))

は (n+ 1)(k + 1)− c連結である。K ∈ P(〈n〉)− {∅}に関しホモトピー極限を取ったときに連結性がどれだけ変化
するかを調べればよい。そのために

Y (K) = hofiber(F (X ∗B S(K)) −→ G(X ∗B S(K)))

とおくと, homotopy fiberはホモトピー極限でありホモトピー極限どうしは可換である (Lemma 2.2.41) ことから

hofiber(TnF (X) −→ TnG(X))
= hofiber( holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
F (X ∗B S(K)) −→ holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
G(X ∗B S(K)))

= holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

hofiber(F (X ∗B S(K)) −→ G(X ∗B S(K)))

= holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

Y (K)
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となり, Y (K)のホモトピー極限の連結性を調べればよいことが分かる。ここでホモトピー極限が cosimplicial spaceの
Totで与えられていたことを思い出し, ホモトピー極限のホモトピー群を調べるためにBousfield-Kanの cosimplicial
spaceのホモトピースペクトル系列 (Theorem 2.2.38) を用いることを考えよう。

Proof of Proposition 4.2.4. Ω∗Y を holimK Y (K)を定義するときの cosimplicial spaceとする。この cosimplicial
spaceのホモトピースペクトル系列

E2
−s,t
∼= Hs(Nπt(Ω∗Y )) =⇒ πt−s

(
holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
Y (K)

)
において, Lemma 2.2.40より, s ≥ n+ 1ならば

E2
−s,t = 0

であることが分かる。よってスペクトル系列は強収束する。また Ω∗Y は Y (K) 達の直積だったから, 仮定より
t ≤ (n+ 1)(k + 1)− c に対し

πt(Ω∗Y ) = 0

となる。

-
s

6t

0

0

0

r
(n+ 1)(k + 1)− c+ 1

r
−n

よって s+ t < (n+ 1)(k + 1)− c+ 1− nに対し

E2
s,t = E∞

s,t = 0

となる。つまり i ≤ (n+ 1)k − c+ 1に対し

πi

(
holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
Y (K)

)
= 0

となる。

次も Proposition 4.2.4と同様に示すことができる。
Proposition 4.2.5 ([Goo92]). 関手

X : P(〈m〉)× P0(〈n〉) −→ D
について, 各K ∈ P0(〈n〉)に対しX(−,K)が kK 連結であると仮定する。このとき

holim
K∈P0(〈n〉)

X(−,K) : P(〈m〉) −→ D

はminK∈P0(〈n〉){kK − |K|+ 1}-Cartesianである。
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これを用いると次が分かる。

Proposition 4.2.6. ホモトピー関手
F : (Spaces ↓ B)∗ −→ D

が En(c, κ)をみたすとき次が成り立つ:

1. TnF は En(c− 1, κ− 1)をみたす。

2. tnF : F −→ TnF は On(c, κ)をみたす。

Proof. 1. まず Y を strongly co-Cartesian (n+ 1)-cubeとする。すると Y ∗B S(K)も strongly co-Cartesianで
ある。更に

Y (∅) −→ Y ({s})

が ks 連結 (ks ≥ κ− 1)と仮定すると, K 6= ∅ なら

Y (∅) ∗B S(K) −→ Y ({s}) ∗B S(K)

は (ks + 1)連結になる。このとき ks + 1 ≥ κであることに注意する。
ここでF がEn(c, κ)をみたすことからF (Y ∗BS(K))が (

∑
(ks+1)−c)連結,つまり (

∑
ks+n+1−c)-Cartesian

になる。よって上の定理より holimK∈P0(〈n+1〉) F (Y ∗BS(K))はminK 6=∅{
∑
ks+n+1−c−|K|+1}-Cartesian,

よって (
∑
ks − (c− 1))-Cartesianになる。

2. X −→ B が k連結であるとする。すると

X ∗B S(∅) = X −→ X ∗B S({s}) ' B

もk連結である。FがEn(c, κ)をみたすなら, k ≥ κに対しF (X∗BS(−))は (
∑
k−c) = ((n+1)k−c)-Cartesian

な cubeである。よって
F (X ∗B S(∅)) −→ holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
F (X ∗B S(K))

は ((n+ 1)k − c)連結である。ところがこれは tnF に他ならない。

このことから Tn を繰り返すと n-excisiveな関手に近づいていくことが分かる。つまり

F : En(c, κ)をみたす
=⇒ TnF : En(c− 1, κ− 1)をみたす
=⇒ · · ·
=⇒ T inF : En(c− i, κ− i)をみたす
=⇒ · · ·

であるが, T inF が En(c− i, κ− i)をみたすということは

X が strongly co-Cartesian (n+ 1)-cubeで各 X(∅) −→ X{i}が ki 連結 (ki ≥ κ− i)なら f̃(F ◦X)が
(
∑
ki − c+ i)連結

ということであり, i→∞のとき

κ− i → −∞ (4.1)
−c+ i → +∞ (4.2)

であるから i → ∞のときの T inF ◦X の “極限”は Cartesianになる。以上のことから次を F の n次多項式による
近似と考えるのは自然だろう。
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Definition 4.2.7. 上の記号の下で

PnF (X) = hocolim(F (X) tnF−→ TnF (X) tnTnF−→ T 2
nF (X)

tnT
2
nF−→ · · · )

と定義する。当然 natural transformation
pnF : F −→ PnF

がある。

Proposition 4.2.8. F が stably n-excisiveならば PnF は n-excisiveである。

Proof. F が stably n-excisiveであることから,ある cとκに対しF はEn(c, κ)をみたす。よってT iF はEn(c−i, κ−i)
をみたす。つまり strongly co-Cartesian (n+ 1)-cube X に対し

X(∅) −→ X({j})

が kj 連結 (kj ≥ κ− i)なら
T inF (X(∅)) −→ holim

∅6=K
T inF (X(K))

は (
∑
kj − c+ i)連結である。ここで sequential colimitとホモトピー群が可換であることより

hocolim
i

hofiber(T inF (X(∅)) −→ holim
∅6=K

T inF (X(K)))'
w
∗

となる。今 holimの定義域の圏の分類空間は有限 CW複体なので Lemma 2.2.41より sequential homotopy colimit
と可換になり

hocolim
i

hofiber(T inF (X(∅)) −→ holim
∅6=K

T inF (X(K)))

= hofiber(hocolim
i

T inF (X(∅)) −→ hocolim
i

holim
∅6=K

T inF (X(K)))

= hofiber(hocolim
i

T inF (X(∅)) −→ holim
∅6=K

hocolim
i

T inF (X(K)))

= hofiber(PnF (X(∅)) −→ holim
∅6=K

PnF (X(K)))

である。よって PnF (X)は Cartesianとなり PnF は n-excisiveであることが分かった。

実は F が stably n-excisiveという仮定は不要である。[Goo03] において, 次がが示されている。

Theorem 4.2.9. 任意のホモトピー関手 F に対し PnF は n-excisiveである。

証明には次の事実を使う。

Lemma 4.2.10. F をホモトピー関手とする。任意の strongly co-Cartesian (n + 1)-cube X に対し, Cartesian
(n+ 1)-cube Y で次を可換にするものが存在する:

F ◦X TnF ◦X

Y

//

$$JJJJJJ ::tttttt

Proof of Theorem 4.2.9. X を strongly co-Cartesian (n + 1)-cube とすると, Lemma より次の図式を可換にする
Catesian (n+ 1)-cube Y1, Y2, · · · がある:

F ◦X TnF ◦X T 2
nF ◦X · · ·

Y1 Y2 · · ·

//

$$JJJJJJJJJJ

$$JJJJJJJJJ
// //

$$JJJJJJJJJ::ttttttttt

::ttttttttt
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これは
PnF (X) = hocolim

i
Yi

を意味する。ところが Yi が Cartesianであることから

Yi(∅)'
w

holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

Yi(K)

である。よって

PnF (X)(∅) = hocolim
i

Yi(∅)

'
w

hocolim
i

holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

Yi(K)

'
w

holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

hocolim
i

Yi(K)

= holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

PnF (K)

となり, 任意の strongly co-Cartesian (n+ 1)-cube X に対し PnF ◦X が Cartesian, 故に PnF が n-excisiveである
ことが分かる。

F と PnF の関係を調べるためには pnF がどれぐらい良い近似であるかを測る必要がある。そのためには Propo-
sition 4.2.4が使える。

Lemma 4.2.11. F が En(c, κ)をみたすならば

pnF : F −→ PnF

は On(c, κ)をみたす。

Proof. F が En(c, κ)をみたすので T inF は En(c− i, κ− i)をみたす。よって

tnT
i
nF : T inF −→ T i+1

n F

は On(c− i, κ− i)を, 故に On(c, κ)をみたす。そして, それらの合成として

F −→ T inF

は On(c, κ)をみたす。Sequencial homotopy colimitと π∗(−)は可換だから

pnF : F −→ PnF

も On(c, κ)をみたすことが分かる。

以上のことから, PnF が F の “良い近似”になりそうだということが予想できる。実際, 次が証明できる。

Theorem 4.2.12. F が ρ-analyticなホモトピー関手でX −→ B が (ρ+ 1) 連結なら F (X)は holimn PnF (X)と
weak equivalenceになる。

この定理を証明するためには, もちろん natural transformationの列

· · · −→ PnF −→ Pn−1F −→ · · · −→ P0F

を作らないといけない。次の節でそれを行なおう。
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4.3 タワーの構成
前節で定義した PnF 達から成るタワーを構成するためには, 自然変換

PnF −→ Pn−1F

が必要である。より一般にm < nに対し
PnF −→ PmF

を作ることにしよう。そのためには, まず
TnF −→ TmF

が必要である。
Definition 4.3.1. m < nに対し 〈m〉 ⊂ 〈n〉とみなし,

P(〈m〉) ⊂ P(〈n〉)

とみなす。よって定義域の圏の制限により holimの間の写像

TnF (X) = holim
K∈P0(〈n+1〉)

F (X ∗B S(K)) −→ holim
K∈P0(〈m+1〉)

F (X ∗B S(K)) = TmF (X)

を得る。これを qmn と書く。
Lemma 4.3.2. 以下の図式は可換である。

T inF T i+1
n F

T imF T i+1
m F

//tnT
i
nF

���
� �
� �
��
� �

(qm
n )i

���
� �
��
��
� �

(qm
n )i+1

//tmT
i
mF

Proof. まず

T inF (X) = holim
∅6=K1,··· ,Ki∈P(〈n+1〉)

F (X ∗B S(K1) ∗B · · · ∗B S(Ki)) (4.3)

= holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)i

F (X ∗B S(K1 ∗ · · · ∗Ki)) (4.4)

であることに注意する。次の図式で

T inF T i+1
n T i+1

n F

T imF TnT
i
mF T i+1

m F

//tnT
i
nF

���
��
� �
� �
��
�

(qm
n )i

���
� �
��
� �
� �
�

Tn(qm
n )i

���
� �
� �
��
� �
�

//tnT
i
mF //qm

n

左は tn の naturalityより可換になる。一方, 右の図式は部分圏の包含関係

P(〈n+ 1〉)i+1 P(〈n+ 1〉)i+1

P(〈n+ 1〉)× P(〈m+ 1〉)i P(〈m+ 1〉)i+1

OO

oo

OO

から誘導されたものであり, やはり可換である。
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Definition 4.3.3. (qmn )i から誘導された自然変換を

qmn : PnF −→ PmF

とかく。また qn = qn−1
n : PnF −→ Pn−1F とかく。

以上のことから, 自然変換の列
· · · qn+1−→ PnF

qn−→ Pn−1F
qn−1−→ · · ·

ができた。これを Taylorタワー, もしくは Goodwillieタワーという。

定義から
PnF

F Pn−1F
���
��
� �
� �
�

qn

//pn−1F

??�����������

pnF

は可換であることに注意する。
以上で PnF と F を比較する準備ができた。

Proof of Theorem 4.2.12. F が ρ-analyticであることより F はある qに対し En(nρ− q, ρ+ 1)をみたす。よって

pnF : F −→ PnF

は On(nρ− q, ρ+ 1)をみたす。これは任意の k連結 (k ≥ ρ+ 1)なX −→ B に対し

pnF (X) : F (X) −→ PnF (X)

が ((n+ 1)k − (nρ− q))連結であることである。Yn を pnF (X)のホモトピーファイバーとするとき

holim
n

Yn = holim
n

hofiber(F (X) −→ PnF (X))

= hofiber(F (X) −→ holim
n

PnF (X))

であるから holimn Ynがweakly contractibleであることを示せばよいが, sequential homotopy limitに対するMilnor
型の完全列

0 −→ lim
n

1π∗−1(Yn) −→ π∗(holim
n

Yn) −→ lim
n
π∗(Yn) −→ 0

より π∗(holimn Yn) = 0となる。

最後に PnF に関連したことがらについてまとめておこう。まず Taylorタワーの底の部分についてである。

Lemma 4.3.4. 任意の (Spaces ↓ B)∗ の object X −→ B に対し

P0F (X)'
w
F (∗B)

である。

Proof. 定義より

T0F (X) = holim
∅6=K∈P(〈1〉)

F (X ∗B S(K))

= F (X ∗B S({1}))
= F (CBX)
'
w

F (∗B)

最後で F がホモトピー関手であることを使った。
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PnF の構成をするだけなら F の値域は (Spaces ↓ B)∗である必要はない。ホモトピー極限を持つモデル圏なら
ばよい。

Definition 4.3.5. C をホモトピー極限と 0 object ∗を持つモデル圏とする。ホモトピー関手

F : (Spaces ↓ B)∗ −→ C

は, 任意の object X に対し Pn−1F (X)'
w
∗であるとき n-reducedと呼ばれる。

n-reducedかつ n-excisiveな関手を n-homogeneousな関手という。

Remark 4.3.6. B = {∗}のとき, つまり

F : Spaces∗ −→ Spaces∗

のとき P0F は F の “定数項” F (∗)である。よって 1-reducedなホモトピー関手とは F (∗)が可縮であるものである。

Example 4.3.7. Example 3.2.25より SP∞ は 1-excisiveである。1-reducedであることはすぐ分かる。よって 1-
homogeneousである。より一般にスペクトラム E に対しX 7−→ E ∧X は基点付き空間の圏からスペクトラムの圏
への 1-homogenous関手である。

次の性質はホモトピー極限とホモトピー余極限の性質 (Lemma 2.2.41)からすぐ分かる。

Lemma 4.3.8. Tn, PnF とホモトピー (余)極限について以下が成り立つ:

1. Tn(holimF ) = holimTnF

2. BC が有限複体なら
Pn(holim

C
F )'

w
holim

C
PnF

3. Tn(hocolimi≥0 Fi)'
w

hocolimi≥0 TnFi

4. Pn(hocolimi≥0 Fi)'
w

hocolimi≥0 PnFi

これを用いると次が分かる。

Lemma 4.3.9. 任意の 0 ≤ m ≤ nに対し

Pm(tnF ) : PmF −→ PmTnF

は weak equivalenceである。

Proof. PmF がm-excisiveでm ≤ nなのでProposition 3.2.23より n-excisiveである。よって strongly co-Cartesian
(n+ 1)-cube X に対し

PmF (X(∅))
'
w−→ holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
PmF (X(K))

は弱同値である。よって

PmTnF (Y ) = Pm

(
holim

∅6=K∈P(〈n+1〉)
F (Y ∗B S(K))

)
'
w

holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

PmF (Y ∗B S(K))

'
w

PmF (Y ∗B S(∅))

= PmF (Y )
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Corollary 4.3.10. m ≤ nならば
Pm(pnF ) : PmF −→ PmPnF

は弱同値である。

Proof. Lemmaを繰り替して用いれば

PmF
'
w−→ hocolim

i≥0
PmT

i
nF

'
w

Pm

(
hocolim
i≥0

Tn

)
= PmPnF

を得る。

Remark 4.3.11. Taylor tower (Goodwillie tower)の構成をみれば分かるように, ある関手

F : C −→ D

に対しGoodwillie流の関手の微積分を行なうときには, 定義域の圏 Cには fibrationの概念は不要であることに注意
する。このような weak equivalenceと cofibrationだけを持つ圏はWaldhausenの代数的K 理論 [Wal78c, Wal78a,
Wal78b, Wal79, Wal85]で用いられている。Waldhausenは “category with cofibrations and weak equivalences”と
呼んでいる。
もちろん他にもホモトピー (余)極限は必要であるが。



Chapter 5

Taylorタワーの layerについて

5.1 Taylorタワーの第n層
前章では Taylorタワーと呼ばれる列

· · · qn+1−→ PnF
qn−→ Pn−1F

qn−1−→ · · ·

が構成された
これが fibration の tower, つまり各 qn が fibration になっていてくれるとうれしい。一般に small (discrete)

categoryの inclusion
D ↪→ C

と関手
F : C −→ Spaces

に対し, 自然な projection
holimF −→ holimF |D

は fibrationになる。よってm < nに対し

(qmn )i : T inF (X) −→ T imF (X)

は fibrationである。しかしながら fibrationの homotopy colimit

qmn : Pn(X) = hocolim
i

T inF (X) −→ hocolim
i

T imF (X) = Pm(X)

がまた fibrationである保証はない。そこでそのホモトピーファイバーを考えることにする。

Definition 5.1.1. ホモトピー関手 F に対し

DnF (X) = hofiber(qn : PnF (X) −→ Pn−1F (X))

と定義し F の第 n層 (n-th layer)という。

もしタワーが収束するならばDnF (X) = hofiber(PnF (X)
qn−→ Pn−1F (X))を計算することにより F (X)に関す

る情報が得られそうである。この章ではDnF (X)を計算する方法を考える。
まずDnF (X)についての最も基本的な性質は次のものである。

Proposition 5.1.2. 任意のホモトピー関手 F に対しDnF は n-homogeneousである。

Proof. PnF と Pn−1F が n-excisiveであることより

DnF = hofiber(qn : PnF (X) −→ Pn−1F (X))

も n-excisiveであることが分かる。
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次に n-reducedであることを示す。

Pn−1DnF = Pn−1 hofiber(PnF −→ Pn−1F )
= hofiber(Pn−1PnF −→ Pn−1Pn−1F )

となるが Corollary 4.3.10より
Pn−1F Pn−1F

Pn−1PnF Pn−1Pn−1F
��

'
w

��

'
w

//

であるから
Pn−1DnF '

w
hofiber(1Pn−1F ) = ∗

であることが分かる。

Goodwillieはこの事実に着目し, Taylor towerの第 n層DnF を調べるために一般の n-homogeneous functorの
性質を調べた。次節ではそのために多変数関手について考える。

5.2 多変数の場合
DnF (X)は 1

n!
dnf
dxn f(0)xnに対応するはずのものであり, n-homogeneousである。双一次形式と二次形式の間の対応

を思い出すと, このような homogeneous functorを調べるときにmultilinear functorを考えることは自然である。こ
の節では, 多変数関手の性質を調べることにする。
まずは 1変数の場合の概念の拡張を行なう。以下 C と Dを (Spaces ↓ B)∗ など, その間のホモトピー関手に対

し Taylor towerの構成が行なえる圏とする。

Definition 5.2.1. 関手
F : C × · · · × C︸ ︷︷ ︸

r

= Cr −→ D

は各変数に関しホモトピー関手であるとき, ホモトピー関手と呼ばれる。
ホモトピー関手

F : Cr −→ D
と非負の整数の列 I = (n1, · · · , nr)に対し以下の概念を定義する:

1. F が I-excisiveであるとは i番目の変数について ni-excisiveであること

2. F が I-reducedであるとは i番目の変数について ni-reducedであること

また F が r重線形とは F が (1, · · · , 1)-excisiveかつ (1, · · · , 1)-reducedであることである。線形代数のように多重
線形 (multilinear)という言葉も用いる。
また, 各変数について Tn や Pn の構成を行なうことにより, 非負の整数の列 I = (n1, · · · , nr)に対し,

TIF : Cr −→ D
PIF : Cr −→ D

を得る。

多変数関手と 1変数関手を関連づけるには diagonal functor

∆r : C −→ Cr

を用いればよい。
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Proposition 5.2.2. r変数ホモトピー関手 F が (n1, · · · , nr)-excisiveならば

F ◦∆r : C −→ D

は (
∑
i ni)-excisiveである。

Proposition 5.2.3. n変数ホモトピー関手 F が (1, · · · , 1)-reducedならば

F ◦∆n : C −→ D

は n-reducedである。

これらの証明のためにはいくつかの準備が必要である。まず大きな cubeを小さな cubeに分けたときに何が言
えるかを調べる必要がある。

Lemma 5.2.4. F を n-excisiveなホモトピー関手とする。m > nに対し

Y : P(〈m〉) −→ (Spaces ↓ B)∗

を strongly co-Cartesian m-cubeとするとき

F (Y (∅)) −→ holim
K∈P(〈m〉)
|〈m〉−K|≤n

F (Y (K))

は弱同値である。

Proof. mに関する帰納法。m = n + 1のときは n-excisiveの条件そのものである。m のとき成り立つと仮定して
m+ 1のときを示す。

K ∈ P(〈m+ 1〉)をとり。
Z(K) = holim

K⊂L∈P(〈m+1〉)
|〈m+1〉−K|≤n

F (Y (L))

とおく。制限により自然な写像
F (Y (K)) −→ Z(K)

があるが, これが holimの弱同値

holim
∅6=K∈P(〈m+1〉)

F (Y (K))
'
w−→ holim

∅6=K∈P(〈m+1〉)
Z(K)

を誘導することを示す。そのために

Z(K) = holim
M∈P(〈m+1〉−K)
|〈m+1〉−K−M|≤n

F (Y (K qM))

とみなし
ỸK(M) = Y (K qM)

とおく。Y は strongly co-Cartesian だから, その面である ỸK も strongly co-Cartesian になる。K 6= ∅ に対し
|〈m+ 1〉 −K| ≤ mだから, 帰納法の仮定により

F (Y (K)) = F (ỸK(∅))
'
w−→ holim

M∈P(〈m+1〉−K)
|〈m+1〉−K−M|≤n

F (ỸK(M)) = Z(K)

となる。よって
holim

∅6=K∈P(〈m+1〉)
F (Y (K))

'
w−→ holim

∅6=K∈P(〈m+1〉)
Z(K)
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である。
また F が n-excisiveでm > nであることから F はm-excisiveでもある。よって弱同値

F (Y (∅))
'
w−→ holim

∅6=P(〈m+1〉)
F (Y (K))

を得る。可換図式
F (Y (∅)) Z(∅)

holim
∅6=K∈P(〈m+1〉)

F (Y (K)) holim
∅6=K∈P(〈m+1〉)

Z(K)

//

��

'
w

��
//

'
w

より Z が Cartesianであることを示せばよい。そのために Covering Lemma (Theorem 2.2.43)を用いる。

X = {L ∈ P(〈m+ 1〉) | |〈m+ 1〉| ≤ n}
Xi = {L ∈ X | i ∈ L}

とおけば Covering Lemmaの条件をみたし Z が Cartesianであることが分かる。

Proof of Proposition 5.2.2. 証明は Lemma 5.2.4を用いる, というより Lemma 5.2.4の証明の真似をする。
F が (n1, · · · , nr)-excisiveであると仮定する。F ◦∆r が

∑
ni-excisiveであることを示したい。n =

∑
ni とお

く。任意の strongly co-Cartesian (n+ 1)-cube Y に対し F ◦∆r ◦ Y が Cartesianであることを示す。
そこで (n+ 1)-cube Z を

Z(K) = holim
K⊂L1∈P(〈n+1〉)

|〈n+1〉−L1|≤n1

· · · holim
K⊂Lr∈P(〈n+1〉)

|〈n+1〉−Lr|≤nr

F (Y (L1, · · · , Lr))

で定義する。Lemma 5.2.4の証明の途中の議論を各変数に用いると弱同値

(F ◦∆r ◦ Y )(K) = F (Y (K), · · · , Y (K))
'
w−→ Z(K)

を得る。可換図式
(F ◦∆r ◦ Y )(∅) Z(∅)

holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

(F ◦∆r ◦ Y )(K) holim
∅6=K∈P(〈n+1〉)

Z(K)
��

//
'
w

��
//

'
w

を用いれば, 右の縦が弱同値, つまりZがCartesianであることを示せばよいことが分かる。そのためには, Covering
Lemmaで

X = {(L1, · · · , Lr) | Li ∈ P(〈n+ 1〉), |〈n+ 1〉 − Li| ≤ ni}
Xj = {(L1, · · · , Lr) | j ∈ L1 ∪ · · · ∪ Lr}

とおけばよい。

Proposition 5.2.3の証明のためには次が必要である。



5.2. 多変数の場合 61

Lemma 5.2.5. n変数ホモトピー関手 F が (1, · · · , 1)-reducedならば, 図式

F ◦∆n Tn−1(F ◦∆n)

G

//tn−1

$$JJJJJJJJJ ::ttttttttt

を可換にする Gで, 任意のX に対し G(X)'
w
∗であるものが存在する。

Proof. P(〈n〉)n の full subcategory E と E∗ を

E = {(K1, · · · ,Kn) ∈ (P(〈n〉)− ∅)n | s ∈ Ks for some s}
E∗ = {(K1, · · · ,Kn) ∈ (P(〈n〉)− ∅)n | Ks = {s} for some s}

により定義する。これらを用いると tn−1 は次の合成に分解できる

F ◦∆n(X) = F (X, · · · , X)
= F (X ∗B S(∅), · · · , X ∗B S(∅))
−→ holim

(K1,··· ,Kn)∈E
F (X ∗B S(K1), · · · , X ∗B S(Kn))

−→ holim
∅6=K∈P

F (X ∗B S(K), · · · , X ∗B S(K))

= holim
∅6=K∈P

F ◦∆n(X ∗B S(K))

= Tn−1(F ◦∆n)(X)

ここで

Ei = {(K1, · · · ,Kn) ∈ (P(〈n〉)− ∅)n | i ∈ Ki}
E∗i = {(K1, · · · ,Kn) ∈ (P(〈n〉)− ∅)n | Ki = {i}}

と定義すると inclusion
E∗i ↪→ E

は left cofinalである。それは
E∗i ×Ei (Ei ↓K) = {L→K | L ∈ E∗i }

が terminal objectを持つことから分かる。よって Theorem 2.3.8より弱同値

holim
K∈Ei

F (X ∗B S(K1), · · · , X ∗B S(Kn))
'
w−→ holim

K∈E∗
i

F (X ∗B S(K1), · · · , X ∗B S(Kn))

を得る。いくつかの共通部分 Ei1 ∩ · · · ∩ Eik についても同様である。そして

E =
∪
i

Ei

E∗ =
∪
i

E∗i

は Covering Lemmaの条件をみたしていることが分かるので, 自然な写像

holim
K∈E

F (X ∗B S(K1), · · · , X ∗B S(Kn))
'
w−→ holim

K∈E∗
F (X ∗B S(K1), · · · , X ∗B S(Kn))

は弱同値を誘導することが分かる。
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ところがK = (K1, · · · ,Kn) ∈ E∗ ならばKs = {s} となる sが存在するから,

X ∗B S(Ks)'
w
∗B

であり F が各変数についてホモトピー関手であり, また 1− reducedであることから

F (X ∗B S(K1), · · · , X ∗B S(Kn))'
w
∗

であることが分かる。よって

G(X) = holim
K∈E

F (X ∗B S(K1), · · · , X ∗B S(Kn))

とおけばよい。

Proof of Proposition 5.2.3. 定義より

Pn−1(F ◦∆n)(X) = hocolim
i

T in−1F ◦∆n(X)

であるが, 上の Lemmaより図式

F ◦∆n(X) Tn−1(F ◦∆n)(X) T 2
n(F ◦∆n)(X) · · ·

G1 G2 · · ·

//

''OOOOOOOOOOO

''OOOOOOOOOOO
// //

''OOOOOOOOOO77ooooooooooo

77oooooooooo

を可換にし, 任意の object X に対し
Gi(X)'

w
∗

である Gi が存在する。よって
Pn−1(F ◦∆n)(X) = hocolim

i
Gi(X)'

w
∗

である。

Proposition 5.2.2と Proposition 5.2.3から次を得る。

Corollary 5.2.6. F が n重線形ならば F ◦∆n は n-homogeneousである。

多重線形と言えば行列式を思い出す。よって変数の入れ替えをやりたくなる。もちろん一般に多変数関手につい
て変数の置換は自然な操作である。

Definition 5.2.7. n変数関手
F : Cn −→ D

は, 任意の σ ∈ Σn に対し自然なmorphism

F (σ) : F (X1, · · · , Xn) −→ F (Xσ(1), · · · , Xσ(n))

で

F (στ) = F (τ) ◦ F (σ)
F (1) = 1

をみたすもの存在するとき symmetricという。
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F が symmetricならば F (X, · · · , X) = F ◦∆n(X)には Σnが右から作用していることが分かる。ホモトピー論
では群の作用を調べるときには次のようなものを使う。

Definition 5.2.8. 群Gを objectが一つ ∗でmorphismの集合がGである圏と同一視する。このときGの空間X
への作用とは関手

X : G −→ Spaces

のことであり, 空間の図式とみなすことができる。この図式のホモトピー (余) 極限を

XhG = hocolim
G

X

XhG = holim
G

X

と書き, それぞれ homotopy orbit space, homotopy fixed point setという。

Exercise 5.2.9. 次の同相があることを確かめよ。

XhG
∼= EG×G X

XhG ∼= MapG(EG,X)

ただし EGは Definition 2.3.10で定義された空間である。

Taylor towerの第 n層を可微分関数の Taylor展開の n次の項と類似の形に書き表わすために, この homotopy
orbit spaceの構成を用いたい。しかしながら位相空間の圏では homotopy colimitと fibrationはあまり相性が良く
ない。まずスペクトラムの圏に値を持つ関手で考える。ここで EKMMのスペクトラム [EKMM97] の圏 Spectra
でも homotopy orbit spaceや homotopy fixed pointの構成ができることに注意する。

Proposition 5.2.10. Symmetric multilinear functor

F : Cn −→ Spectra

に対し
∆̃n(F )(X) = (F ◦∆n)(X)hΣn

で定義される関手
C −→ Spectra

は n-homogeneousである。

Proof. Spectraでは
hofiber(X

f−→ Y )'
w

Σ−1 hocofiber(X
f−→ Y )

であることから分かる。

このように functorの間の対応を考えるために以下の記号を用いる:

Hn(C,D) = n-homogeneous functor F : C −→ Dの成す圏
Ln(C,D) = symmetric multilinear functor F : Cn −→ Dの成す圏

上の Propositionより次の図式ができる:

Ln(C,Spectra) Hn(C,Spectra)

Ln(C,Spaces∗) Hn(C,Spaces∗)

//
e∆n

���
� �
��
� �

Ω∞

���
� �
��
� �

Ω∞
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ここで Ω∞ はスペクトラムに associateした無限ループ空間を取る関手である。
今, ホモトピー関手

F : C −→ Spaces∗

に対し, Taylor towerの第n層DnF はHn(C,Spaces∗)の objectである。上の図式でそれに対応するLn(C,Spaces∗)
を作るために, まず Ω∞ の逆を考える。

Ω∞ : Ln(C,Spaces∗) −→ Ln(C,Spectra)

の逆は簡単に作ることができる。

Proposition 5.2.11. 関手
B∞ : Ln(C,Spectra) −→ Ln(C,Spaces∗)

で自然な弱同値

Ω∞B∞F (X) '
w

F (X)

B∞Ω∞G(X) '
w

G(X)

を持つものが存在する。

Proof. F が n重線形ということは F (X1, · · · , Xn)が各変数について 1-excisive, つまり cofibrationを quasifibration
に写す (Example 3.2.25)ということである。よって

Ωk1+···+knF (Σk1X1, · · · ,ΣknXn)'
w
F (X1, · · · , Xn)

である。そこで B∞F (X1, · · · , Xn)を

B0F (X1, · · · , Xn) = F (X1, · · · , Xn),
B1F (X1, · · · , Xn) = F (ΣX1, · · · , Xn),
B2F (X1, · · · , Xn) = F (Σ2X1, · · · , Xn),

...

に associateした EKMMのスペクトラムとすればよい。

n-homogeneous functorの間の対応

Ω∞ : Hn(C,Spaces∗) −→ Hn(C,Spectra)

の逆を作るのはちょっと面倒である。鍵となるのは次の事実である。

Lemma 5.2.12. 1-reduced functor
F : C −→ Spaces∗

に対し, n-homogeneous functor
BDnF : C −→ Spaces∗

でDnF の deloopingを与えるもの, つまり自然な弱同値

ΩBDnF (X)'
w
DnF (X)

を持つもの, が存在する。
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Proof. DnF は PnF から Pn−1F への morphismの homotopy fiberとして定義されていた。そこで PnF の定義,
よって T inF の定義に戻って BDnF を構成する。
まず

Bn = P(〈n+ 1〉)− {∅, {n+ 1}}
An,i = (P(〈n+ 1〉)− {∅})i − (P(〈n〉)− {∅})i

と定義する。部分圏の包含から得られる図式

(P(〈n+ 1〉)− {∅})i Bin

An,i An,i ∩ Bin

oo
OO

oo

OO

を考える。(P(〈n+ 1〉)− {∅})i の合成可能なmorphism の列

(K(0)
1 , · · · ,K(0)

i ) −→ (K(1)
1 , · · · ,K(1)

i ) −→ · · · −→ (K(j)
1 , · · · ,K(j)

i )

について, 最初の K
(0)
1 から K

(0)
i の中に {n + 1}がなければ全て Bin の morphismであるし, K(0)

` = {n + 1}であ
れば

K
(1)
` ,K

(2)
` , · · · ,K(j)

`

は全て n+ 1を含み, よって An,iのmorphismの列である。これで Covering Lemma (Theorem 2.2.42)の条件がみ
たされることが分かり Cartesian diagram

T inF (X) Sin−1F (X)

Kn,iF (X) Rn,iF (X)

//

�� ��
//

を得る。ここで

Sn−1F (X) = holim
K∈Bn

F (X ∗B S(K))

Kn,iF (X) = holim
(K1,··· ,Ki)∈An,i

F (X ∗B S(K1 × · · · ×Ki))

Rn,iF (X) = holim
(K1,··· ,Ki)∈An,i∩Bi

n

F (X ∗B S(K1 × · · · ×Ki))

である。
まずKn,iF (X)が可縮であることを示そう。そのためにより小さな圏上のホモトピー極限に帰着させる。実際

(P(〈n+ 1〉)− {∅})i − Bin ↪→ An,i

は Theorem 2.3.8の条件をみたすから弱同値

holim
(K1,··· ,Ki)∈P(〈n+1〉−{∅})i−Bi

n

F (X ∗B S(K1 × · · · ×Ki))
'
w−→ Kn,iF (X)

を得る。ところが圏 P(〈n+ 1〉 − {∅})i − Bin の object (K1, · · · ,Ki)はどれかのKs が {n+ 1}であるものであり,

X ∗B S(K1 ×Ki) = CB(X ∗B S(K1 × · · · ×Ks−1 × · · · ×Ki))'
w
B
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となる。F が reducedであることとホモトピー関手であることから

F (X ∗B S(K1 ×Ki))'
w
F (B)'

w
∗

であり
Kn,iF (X)'

w
holim

(K1,··· ,Ki)∈P(〈n+1〉−{∅})i−Bi
n

F (X ∗B S(K1 × · · · ×Ki))'
w
∗

となる。これで homotopy pullback diagram

T inF (X) Sin−1F (X)

∗ Rn,iF (X)

//

�� ��
//

よって quasifibration
T inF (X) −→ Sin−1F (X) −→ Rn,iF (X)

を得た。Homotopy fiberと sequential homotopy colimitが可換であることから, quasifibration

PnF (X) −→ hocolim
i

Sin−1F (X) −→ hocolim
i

Rn,iF (X)

を得る。更に
P(〈n〉)− {∅} ↪→ P(〈n+ 1〉)− {∅, {n+ 1}}

が Theorem 2.3.8の条件をみたすことも分かり, 弱同値

T in−1F (X)'
w
Sin−1F (X)

が分かる。よって
BDnF (X) = hocolim

i
Rn,iF (X)

と定義すれば弱同値

DnF (X) = hofiber(PnF (X) −→ Pn−1F (X))
'
w

ΩBDnF (X)

を得る。

Corollary 5.2.13. 関手
B∞ : Hn(C,Spectra) −→ Hn(C,Spaces∗)

で自然な弱同値

Ω∞B∞F (X) '
w

F (X)

B∞Ω∞G(X) '
w

G(X)

を持つものが存在する。
Proof. F ∈ Hn(C,Spaces∗)に対し B∞F (X)を

B0DnF (X), B1DnF (X), · · ·

に associateしたスペクトラムと定義すればよい。

次に ∆̃nの逆を作るのであるが, それは cross effectと呼ばれる構成である。次節でその構成を詳しくみることに
しよう。
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5.3 Cross Effect

Cross effectを理解するためには, 関数で対応する概念を考えてみるとよい。n次の同次多項式 f(x)に対応した n重
線形写像を作るにはどうすればよいだろう。
ちょっと計算してみると

(x1 + x2)2 − x2
1 − x2

2 = 2x1x2

(x1 + x2 + x3)3 − (x1 + x2)2 − (x2 + x3)2 − (x3 + x1)2 + x3
1 + x3

2 + x3
3 = 6x1x2x3

...

となることが分かる。一般に f(x) = xn に対し

f

(
n∑
i=1

xi

)
−

∑
∅6=K⊂〈n〉

(−1)|K|f

∑
i6∈K

xi

 = n!x1 · · ·xn

である。ここで和とwedge, 差と homotopy fiberが対応していること, 更に total homotopy fiberは homotopy fiber
の homotopy fiberであることを考えると, 上記の式の左辺の空間の間の関手での類似は

hofiber

F (X1 ∨ · · · ∨Xn) −→ holim
∅6=K∈P〈n〉

F

∨
i 6=K

Xi


である。ここで

K 7−→
∨
i 6=K

Xi

は空間の cubical diagramであることに注意する。

Definition 5.3.1. ホモトピー関手
F : (Spaces ↓ B)∗ −→ C

に対し
crn F : (Spaces ↓ B)n∗ −→ C

crn F (X1, · · · , Xn) = hofiber

F (X1 ∨ · · · ∨Xn) −→ holim
∅6=K∈P〈n〉

F

∨
i 6=K

Xi


と定義する。これを F の cross effectという。

Cross effectの基本的な性質は以下のものである。

Proposition 5.3.2. F が n-excisiveならば 0 ≤ m ≤ xnに対し crm+1 F は (n −m)-excisiveである。特に crn F
は symmetric multilinearであり crn+1 F は 0-excisiveかつ reducedつまり trivialである。

Proposition 5.3.3. F が n-homogeneousならば次の自然な弱同値がある。

∆̃n(crn F )(X) '
w

F (X)

crn(∆̃nG)(X1, · · · , Xn) '
w

G(X1, · · · , Xn)
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DnF (X)は n-homogeneousであるから

DnF (X) '
w

Ω∞B∞DnF (X)

'
w

Ω∞∆̃n crnB∞DnF (X)

= Ω∞ ((crnB∞DnF )(X, · · · , X)hΣn)
'
w

Ω∞ ((B∞ crnDnF )(X, · · · , X)hΣn)

となる。
ここでB∞ crnDn(F )は spectrumの圏に値を持つmultilinear functor であるが, そのような functorは S0の値

で決まる。

Proposition 5.3.4. Multilinearであるホモトピー関手

F : (Spaces ↓ B)n∗ −→ C

に対し
CF = F (S0, · · · , S0)

とおく。すると任意の有限 CW複体X1, · · · , Xn に対し

F (X1, · · · , Xn)'
w
CF ∧X1 ∧ · · · ∧Xn

である。

Proof. 各変数について
Xi 7−→ π∗(F (X1, · · · , Xn))

がホモロジー論になることから分かる。

Remark 5.3.5. 上の Propositionは, F が filtered homotopy colimitと可換ならば, 任意の空間に対して成り立つ。

以上のことから, Taylor towerの第 n層 DnF を調べるためには spectrum B∞ crnDnF (S0, · · · , S0)を求めれば
よいことが分かる。更にDnF の cross effectについては次のことが分かる。

Proposition 5.3.6. ホモトピー関手
F : Spaces∗ −→ C

に対し, 次の自然な弱同値がある。

crnDnF (X1, · · · , Xn)'
w

(P(1,··· ,1)(crn F ))(X1, · · · , Xn)

ここで P(1,··· ,1) は Definition 5.2.1で定義されたものである。

この結果は, ホモトピー関手 F の Taylor tower の第 n 層を求めるためには, F の cross effect を取り, その
multilinearizationを求めればよい, ということを意味している。
次節では, この事実を用いて実際に Taylor towerの layerを求めてみることにする。

5.4 計算例
Cross effectの計算例として identity functor

1 : Spaces∗ −→ Spaces∗

を考えよう。
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Example 3.2.28より, X が k連結 (k ≥ 2)なら Taylor towerが収束し

X '
w

holim
n

PnF (X)

となる。よって
D11(X), D21(X), · · · , Dn1(X)

が分かると Pn1(X)が分かりよって X の情報を得る。ここで Di1(X)は無限ループ空間, よって spectrumと思っ
てよい。Spectrumのホモトピー圏は安定ホモトピー圏と呼ばれるもので, triangulated categoryになり非常に代数
的な扱いができる。その情報から位相空間X についての情報が得られると言っているのである。これまでのホモト
ピー論では suspension spectrumを取る

Σ∞ : Spaces∗ −→ Spectra

という関手を用いて位相空間を「安定化」させて調べることはあったが, 安定ホモトピー圏の情報から非安定ホモト
ピー圏 (通常の位相空間のホモトピー圏)の情報を得ることは考えられなかった。Identity functorの Taylor tower
の第 n層Dn1(X)達がX についての情報を全て持っている, というのは驚くべきことである。
さて n = 1, 2, 3, · · · に対しDn1(X)がどういうものになるか考えていこう。

n = 1のときは簡単である。一般の 1-reducedホモトピー関手 F に対しD1F を求めることができる。
定義より F が 1-reduced (F (∗)'

w
∗)ならば

D1F (X) = hofiber(P1F (X) −→ P0F (X))
= hofiber(P1F (X) −→ F (∗))
'
w

hofiber(P1F (X) −→ ∗)

= P1F (X)
= hocolim

i
T i1F (X)

となる。一般に

T1F (X) = holim
∅6=K⊂P(〈2〉)

F (X ∗K)

= holim


F (X ∗ {2})

F (X ∗ {1}) F (X ∗ {1, 2})
��

//



= holim


F (CX)

F (CX) F (ΣX)
��

//


であるが F が 1-reducedなホモトピー関手ならば

F (CX)'
w
F (∗)'

w
∗
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であり

T1F (X) '
w

holim


∗

∗ F (ΣX)
���
� �
��
� �
�

//


= ΩF (ΣX)

となる。よって 1-reducedホモトピー関手 F に対して

D1F (X) = P1F (X) = hocolim
i

ΩiF (ΣiX)

となる。特に identity functorに対しては

D11(X) = Ω∞Σ∞X = Ω∞ (Σ∞(S0) ∧X
)

である。よって cross effect, つまり 1次の微分係数は sphere spectrum Σ∞(S0)である。

n ≥ 2のときは少し面倒になる。
Proposition 5.3.6より cr2 1(X1, X2)を求めればよいが, cross effectの定義より

cr2 1(X1, X2) = hofiber

X1 ∨X2 −→ holim


X2

X1 ∗
��

//




= hofiber(X1 ∨X2 ↪→ X1 ×X2)

となる。よって

(P(1,1) cr2 1)(X1, X2) = hocolim
i1,i2

Ωi1+i2
(
hofiber

(
Σi1X1 ∨ Σi2X2 ↪→ (Σi1X)× (Σi2X)

))
となるが Y1と Y2がそれぞれ k1連結と k2連結のとき, ホモトピー切除定理より, 大雑把に言えば i ≤ 3min{k1, k2}
ぐらいまでで

πi(hofiber(X1 ∨X2 ↪→ X1 ×X2)) ∼= πi(Ω hocofiber(X1 ∨X2 ↪→ X1 ×X2)) = πi(Ω(X1 ∧X2))

である。よって

P(1,1) cr2 1(X1, X2) '
w

hocolim
i1,i2

Ωi1+i2+1
(
Σi1X1 ∧ Σi2X2

)
= Ω∞(Σ∞−1(X1 ∧X2))
= Ω∞(S−1 ∧X1 ∧X2)

となる。ここで S−1 は sphere spectrumを一回 desuspendした spectrumである。よって

D21(X)'
w

Ω∞((S−1 ∧X1 ∧X2)hΣ2)

となる。

一般の nについてDn1(X)を求めるときのアイデアもこの n = 2のときの計算が元になっている。それを最初
に考えたのが Brenda Johnson [Joh95]である。その後, Aroneと Dwyer [AD01]によりより詳しい情報が分かって
いるが, ここでは Johnsonの方法を紹介しよう。
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出発点はホモトピー極限の定義である。例えば空間の 2-cube X に対し

hofiber

X(∅) −→ holim


X({1})

X({2}) X({1, 2})
��

//



 ⊂
∏

K∈P(〈2〉)

Map(I |K|, X(K))

である。一般に cross effect crn 1(X1, · · · , Xn)の元は

fK : I |K| −→
∨
i 6=K

Xi

により (fK)K∈P(〈n〉)と表わされるはずである。n = 2のときを思い出し, まずはXi達の直積, そして wedgeに持っ
ていく。

Definition 5.4.1. 写像

T ′
n : crn 1(X1, · · · , Xn) −→ Map(In−1 × · · · × In−1︸ ︷︷ ︸

n

, X1 × · · · ×Xn)

を
T ′
n

(
(fK)K∈P(〈n〉)

)
(t1, · · · , tn) =

(
(f〈n〉−{1})(t1), · · · , f〈n〉−{n})(tn)

)
で定義する。また wedgeへの射影から誘導された写像を合成したものを

T ′′
n : crn 1(X1, · · · , Xn) −→ Map(In(n−1), X1 ∧ · · · ∧Xn)

とおく。

もちろん T ′′
n は非常に粗い近似である。これを弱同値に近づけるために, Johnsonは任意の ϕ ∈ ImT ′′

n に対し
ϕ(W ) = ∗となるW ⊂ In(n−1) を見付けることを考えた。そのために

In(n−1) =


t11 · · · t1n

...
. . .

...
tn1 · · · tnn


∣∣∣∣∣∣∣ t11 = · · · = tnn = 0


とみなす。そして 1 ≤ i < j ≤ nに対し

Wij =
{

t ∈ I(n−1)n |tik = tjk for all k
}

Z =
{

t ∈ I(n−1)n |tij = 0 for some i, j
}

とおく。

Lemma 5.4.2. 任意の ϕ ∈ ImT ′′
n に対し

ϕ

∪
i<j

Wij ∪ Z

 = ∗

となる。
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そこで
Jn = In(n−1)/ ∪i<j Wij ∪ Z

とおき T ′′
n から誘導された写像

Tn : crn 1(X1, · · · , Xn) −→ Map∗(Jn, X1 ∧ · · · ∧Xn)

を考える。

Lemma 5.4.3. In(n−1) = In−1 × · · · × In−1︸ ︷︷ ︸
n

とみなして Σn の作用を考えるとき, ∪i<jWij ∪ Z は Σn 不変な部分

空間である。

Johnsonは以下を示した。

Proposition 5.4.4. Tn について以下が成り立つ:

1. Tn は Σn-equivariantである。

2. X1, · · · , Xn が k連結ならば

ΩTn : Ω crn 1(ΣX1, · · · ,ΣXn) −→ ΩMap∗(Jn,ΣX1 ∧ · · · ∧ ΣXn)

は {(n+ 1)(k + 1)− 1}連結である。

よって Σn-equivariantな弱同値

Ω∞+1 crn 1(Σ∞+1X1, · · · ,Σ∞+1Xn)
'
w−→ Ω∞+1 Map∗(Jn,Σ

∞+1X1 ∧ · · · ∧ Σ∞+1Xn)

を得る。このことから Σn-equivariantな弱同値

B∞ crnDn1(X1, · · · , Xn)'
w

Map∗(Jn,Σ
∞X1 ∧ · · · ∧ Σ∞Xn)

を得る。よって

Dn1(X) '
w

Ω∞ (Map∗(Jn,Σ
∞X∧n)hΣn)

= Ω∞ ((Map∗(Jn,Σ
∞(S0)) ∧X∧n)hΣn

)
となる。つまり identity functorの n階微分係数は有限複体 Jn の S-dualである。



Chapter 6

Weissのorthogonal calculus

関手の微分を行なう際に, ホモトピー (余)極限ではなく本当の極限を使ってもよい場合がある。位相空間の圏でホモ
トピー (余)極限を使わなければならなかったのは, (余)極限がホモトピーと相性が良くなかったからである。よっ
て弱同値が isomorphismであるようなモデル圏ならば, ホモトピー (余)極限ではなく本当の (余)極限で議論しても
よさそうである。そのような例として, この章ではWeissの orthogonal calculusをとりあげる。ただし, 定義域の圏
でホモトピー (余)極限を用いる必要がない代りに値域の圏で位相圏上のホモトピー (余)極限を取る必要が出てくる
のであるが。

6.1 位相圏とその上で定義された関手のホモトピー (余)極限
§2.2で定義したホモトピー (余)極限は, 定義域が位相圏の場合に拡張できる。まず位相圏の定義を復習しよう。

Definition 6.1.1. C を small categoryとする。
C のmorphismの集合MorC と objectの集合 ob(C)に位相が入っていて, 圏の structure map

s : MorC −→ ob(C) (6.1)
t : MorC −→ ob(C) (6.2)
◦ : MorC ×ob(C) MorC −→ MorC (6.3)
ι : ob(C) −→ MorC (6.4)

が全て連続であるとき C を位相圏という。

位相圏に対しても分類空間の構成はそのまま適用できる。ただし nerveに部分空間

Nq(C) ⊂ MorC ×ob(C) · · · ×ob C MorC︸ ︷︷ ︸
q

として位相を入れる。
位相空間の圏のように, 小圏ではないが二つの objectの間のmorphismの集合に自然に位相が入るものがある。

つまり位相空間の圏で enrichされた圏である。位相圏からこのような圏への関手には連続性を仮定するのが自然だ
ろう。

Definition 6.1.2. C を位相圏とする。関手

F : C −→ Spaces∗

は任意の object C,Dに対し
MorC(C,D) −→ MapSpaces∗

(F (C), F (D))

の adjoint
MorC(C,D) ∧ F (C) −→ F (D)

が連続のとき, 連続関手と呼ばれる。
値域が Spaces, Spaces ↓ B, (Spaces ↓ B)∗ などの場合も同様である。
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Lemma 6.1.3. C が位相圏で
F : C −→ Spaces∗

が連続関手ならば, (2.3)により部分空間

Ωq(F ) ⊂
∏

C ob(C)

Map(Nq(C ↓ C), F (C))

とみなしたとき, Ω∗(F )は cosimplicial spaceになる。

Definition 6.1.4. C を位相圏,
F : C −→ Spaces∗

を連続関手とする。上の Lemmaのように位相を入れて Ω∗(F )を cosimplicial spaceとみなしたとき,

holimF = Tot(Ω∗(F ))

と定義する。
hocolimF についても同様である。

6.2 有限次元ベクトル空間の位相圏上の関手の微分
位相圏上の連続関手の calculusの例として, 内積を持つ有限次元ベクトル空間の成す圏 F 上の関手を考える。体は
実数または複素数どちらでもよいので Fで表わすことにする。F は正確には以下で定義する。

Definition 6.2.1. H を可算次元 separable Hilbert spaceとする。H の有限次元部分空間を objectとし, 内積を保
つ線型写像をmorphismとした圏を F(H)とかく。H が明らかなときは単に F と書く。
二つの object V,W ∈ F に対し, V からW へのmorphismの集合をmor(V,W )で表わす。これに Stiefel多様体

として位相を入れる。Objectの集合には discrete topologyが入っているとして, これで F を位相圏とみなす。

調べる対象は次のものである。

Definition 6.2.2. E を F から Spaces∗ への連続関手の成す圏とする。

Goodwillie calculusの真似をすると以下の定義を得る。

Definition 6.2.3. F ∈ E に対し
TnF = holim

0 6=U⊂Fn+1
F (V ⊕ U)

と定義する。自然変換
tn : F −→ TnF

がある。

Definition 6.2.4. F ∈ E について
tn : F (V ) −→ TnF (V )

が任意の V に対し弱同値であるとき, F は polynomial functor of degree ≤ nであるという。

Weissは hofiber(tn)の具体的な記述を求めることにより TnF を調べた。そのために Thom complexを用いる。

Definition 6.2.5. F(H)の object V とW に対し

γn(V,W ) −→ mor(V,W )

を mor(V,W ) 上の vector bundle で f ∈ mor(V,W ) 上の fiber が (Im f)⊥ ⊕ · · · ⊕ (Im f)⊥︸ ︷︷ ︸
n

であるものとする。

γn(V,W )の Thom complexをmorn(V,W )と定義する。
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Vector bundleの準同型
γn(V,W )× γn(U, V ) −→ γn(U,W )

を
((f, w), (g, v)) 7−→ (f ◦ g, w + f∗(v))

で定義する。Thom complexの間に誘導された写像を

◦ : morn(V,W ) ∧morn(U, V ) −→ morn(U,W )

と書く。
この ◦を合成として位相圏ができることはすぐ分かる。

Definition 6.2.6. Objectを F(H)の object, V からW へのmorphismの成す空間をmorn(V,W ), 合成を ◦とす
る位相圏を Fn(H)または単に Fn と書く。
また Fn から Spaces∗ への連続関手の成す圏を En とする。
γn(V,W )の定義から分かるように, Fnを扱う際には同じベクトル空間の n個の直和をとることが多い。そこで

nV = V ⊕ · · · ⊕ V︸ ︷︷ ︸
n

という記号を使うことにする。
Definition 6.2.7. f ∈ mor(V,W )に対し, ファイバーの間の写像

n(Im f)⊥ = n(Im f)⊥ ⊕ 0 ↪→ (n+ 1)(Im f)⊥

から誘導される写像
morn(V,W ) ↪→ morn+1(V,W )

によりmorn(V,W )をmorn+1(V,W )の部分空間とみなす。よってm < nに対し Fm は Fn の部分圏とみなすこと
ができるが, その inclusion functorを

ιnm : Fm ↪→ Fn
と表わす。
また ιnm から誘導された関手を

resnm : En −→ Em
と書く。

Weiss は tn の homotopy fiber が resn+1
0 の adjoint functorで表わされることを発見した。まず, その adjoint

functorを定義しよう。
Definition 6.2.8. E ∈ En に対し

(indnmE)(V ) = natm(morn(V,−), E)

と定義する。ここで natm は Em でのmorphismの成す集合である。
もちろん右辺は単なる集合である。indnmE を連続関手

indnmE : Fn −→ Spaces∗

とみなすためには, (indnmE)(V )に位相を入れないといけない。

indnm = indnn−1 · · · indm+1
m

より (indm+1
m E)(V )に位相を入れればよいが

(resm+1
m indm+1

m E)(V ) = (indm+1
m )(V )

であるから左辺の集合を考えればよい。
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Proposition 6.2.9. 次の pullbackの図式がある。

resm+1
m indm+1

m E(V ) PΩdmE(F⊕ V )

E(V ) ΩdmE(F⊕ V )

//

�� ��
//ad(σm)

(6.5)

ここで σn は以下で定義される写像である。

Definition 6.2.10. 標準的な包含
j : V ↪→ F⊕ V

はmor(V,F⊕ V )の元である。j 上の γn(V,F⊕ V )のファイバーは Fn であるが, その total spaceへの inclusion

Fn ↪→ γn(V,F⊕ V )

から誘導される写像を
jn : Sdn ↪→ morn(V,F⊕ V )

と書く。ただし d = dimR Fである。そこで E ∈ En に対し

Sdn
jn−→ morn(V,F⊕ V ) E−→ Map∗(E(V ), E(F⊕ V ))

の合成の adjointを
σn : E(V ) ∧ Sdn −→ E(F⊕ V )

と書き n次の suspensionという。
また合成

morn(F⊕ V,W ) ∧ Sdn 1∧jn−→ morn(F⊕ V,W ) ∧morn(V,F⊕ V ) ◦−→ morn(V,W )

を rcn と書き, restricted compositionという。

Proposition 6.2.9は, この restricted compositionについての次の性質からすぐに得られる。

Lemma 6.2.11. 次の pushout diagramがある。

morn(F⊕ V,W ) ∧ (Fn ∪ {∞}) morn(F⊕ V,W ) ∧ (Fn ∪ {∞}) ∧ [0,∞]

morn(V,W ) morn+1(V,W )
��

rcn

//

��
//

すなわち rcn の (reduced) mapping coneはmorn+1(V,W )と同相である。

Proof. rcn のmapping coneが, 図式

morn(F⊕ V,W ) ∧ (Fn ∪ {∞}) morn(F⊕ V,W ) ∧ (Fn ∪ {∞}) ∧ [0,∞]

morn(V,W )
��

rcn

//

の pushoutである。rcnのmapping coneとmorn+1(V,W )との間の同相写像を作るためには, pushoutの universality
より

morn(F⊕ V,W ) ∧ (Fn ∪ {∞}) ∧ [0,∞] −→ morn+1(V,W )
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を定義するとよい。これは

g = f |V
w = (v + (f |F)∗(x), 1

t f |F(1))

を用いて
(f,v) ∧ x ∧ t 7−→ g ∧w

で定義される。逆写像
morn+1(V,W ) −→ mapping cone of rcn

は (g,w) = (g, w1, · · · , wn+1)に対して

f(λ, a) = g(a) + λ
wn+1

‖wn+1‖

vi = wi − 〈wi, wn+1〉
wi+1

‖wn+1‖2

xi =
〈
wi,

wn+1

‖wn+1‖

〉
t =

1
‖wn+1‖

として (f,v,x, t)を対応させればよい。

Proof of Proposition 6.2.9. Yoneda Lemmaより, 集合として

E(V ) = natn(morn(V,−), E)

という同一視ができる。そこで上の Lemmaを用いれば求める pullbackの図式ができる。

Definition 6.2.12. 図式 (6.5)を用いて集合

(indn+1
n E)(V ) = (resn+1

n indn+1
n E)(V )

に位相を定義する。
また E ∈ En に対し

E(m) = indn+m
n E

とおく。E(1) を E の derivativeという。

以上の定義を用いると, tn : E(V ) −→ TnE(V )の homotopy fiberが記述できる。

Proposition 6.2.13. E ∈ E0 に対し

E(n+1)(V ) = hofiber(tn : E(V ) −→ TnE(V ))

である。

証明はProposition 6.2.9と同じである。ただし Tnはホモトピー極限で定義されていたので, 対応するホモトピー
余極限のmapping coneを考えないといけない。

Lemma 6.2.14. 制限による写像

hocolim
0 6=U⊂Fn+1

mor0(U ⊕ V,W ) −→ mor0(V,W )

のmapping coneはmorn+1(V,W )と同相である。
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Proof of Proposition 6.2.13. 上の Lemmaと定義より

E(n+1)(V ) = nat0(morn+1(V,−), E)

= nat0

(
hocofiber

(
hocolim

0 6=U⊂Fn+1
mor0(U ⊕ V,−)→ mor0(V,−)

)
, E

)
= hofiber

(
nat0(mor0(V,−), E)→ nat0

(
hocolim

0 6=U⊂Fn+1
mor0(U ⊕ V,−), E

))
= hofiber

(
E(V ), holim

0 6=U⊂Fn+1
E(U ⊕ V )

)
である。

Corollary 6.2.15. E が polynomial of degree ≤ nであるための必要十分条件は, 任意の V に対し En+1(V )が一
点と弱同値であることである。

Example 6.2.16. E をスペクトラムとする。

F (V ) = Ω∞(E ∧ (nV ) ∪ {∞})

とする。すると
σn : F (V ) −→ ΩdnF (F⊕ V )

は同相写像である。よって
F (n+1)(V )'

w
∗

となる。つまり F は polynomial functor of degree ≤ nである。

Goodwillie calculusのときの対称群に対応するのが直交 (ユニタリ)群である。

Example 6.2.17. F = Rとして E を O(n)作用を持つスペクトラムとする。このとき

F (V ) = Ω∞ ((E ∧ SnV )hO(n)

)
は polynomial of degree ≤ nである。

Definition 6.2.18. F ∈ E に対し
PnF = hocolim

i
T inF

と定義する。

Theorem 6.2.19. Pn について以下が成り立つ。

1. PnF は polynomial of degree ≤ n

2. E が polynomial of degree ≤ nならば
E'
w
PnE

3. m ≤ nならば
PmE'

w
PmPnE



6.3. Stable splittingへの応用 79

6.3 Stable splittingへの応用
ΩnΣnX の Snaith splittingが Goodwillie calculusを用いて簡単に証明された (Example 1.3.4)ように, orthogonal
calculusを用いて stable splittingを証明することもできる。実際, Arone [Aro01] は次のことに気がついた。

Theorem 6.3.1. 連続関手
F : F −→ Spaces∗

の自然な filtration
∗ = F0(V ) ⊂ F1(V ) ⊂ · · · ⊂ F (V )

で次の条件をみたすものが与えられているとする:

1. 各 inclusion Fn−1(V ) ↪→ Fn(V )は cofibrationである

2. F (V ) = colimn Fn(V )

3. 各 nに対し
Fn(V )/Fn−1(V ) '

(
Xn ∧ SnV

)
hO(n)

となる O(n)-space Xn がある

このとき, stable splitting

F (V )'
S

∞∨
n=1

Fn(V )/Fn−1(V )

がある。

W ∈ ob(F)を fixし, functor
V 7−→ mor(V, V ⊕W )

を考える。直和分解によりmor(V, V ⊕W )の元を

g : V −→ V

h : V −→W

の組と考える。
mor(V, V ⊕W )は Stiefel manifoldであり, その stable splittingは H. Miller [Mil85]により与えられた。その

Millerの filtrationが上の定理の条件をみたすことを確かめよう。以下全て実数上のベクトル空間で考える。
まず filtrationは次で定義される。

Rn(V,W ) = {(g, h) ∈ mor(V, V ⊕W ) | dim(Ker(g − 1)⊥) ≤ n}

すると
Rn−1(V,W ) ⊂ Rn(V,W )

は cofibrationである。
次に

Rn(V,W )/Rn−1(V,W ) = (Rn(V,W )−Rn−1(V,W )) ∪ {∞}

を調べるために Rn(V,W )−Rn−1(V,W )を考える。定義より (g, h) ∈ Rn(V,W )−Rn−1(V,W )であるための必要
十分条件は

〈g(x), g(y)〉+ 〈h(x), h(y)〉 = 〈x, y〉
dimKer(g − 1)⊥ = n
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である。二番目の条件に着目し Grassmann manifoldへの写像

p : Rn(V,W )−Rn−1(V,W ) −→ Gn(V ) = {U ⊂ V | dimU = n}

を
p(g, h) = Ker(g − 1)⊥

で定義する。するとこれは fiber bundleになる。その U ∈ Gn(V )上の fiber p−1(U)の元 (g, h)に対し, g|U⊥ = 1U⊥

であるから, x, y ∈ U⊥ なら
〈g(x), g(y)〉 = 〈x, y〉

となり
〈h(x), h(y)〉 = 0

である。よって h|U⊥ = 0である。これは (g, h) ∈ p−1(U)に対し (g|U , h|U )を対応させる写像

p−1(U) −→ {(g′, h′) ∈ mor(U,U ⊕W ) | Ker(g′ − 1) = 0}

が同相であることを意味する。

Definition 6.3.2. o(V )を直交群 O(V )の Lie環とし V の skew symmetric endomorphism全体と同一視する。
x ∈ o(U)と y ∈ Hom(U,W )に対し

D =
(

1 +
tyy

4

) 1
2

C =
1
2
DxD +

1
4
tyy

とおき, 写像
ψ : o(U)⊕Hom(U,W ) −→ mor(U,U ⊕W )

を
ψ(x, y) =

(
(C + 1)−1(C − 1),

1
2
y(1− (C + 1)−1(C − 1))

)
で定義する。

Lemma 6.3.3. ψは {(g, h) ∈ mor(U,U ⊕W ) | Ker(g − 1) = 0}の上への微分同相である。

Corollary 6.3.4. p : Rn(V,W ) − Rn−1(V,W ) −→ Gn(V )は o(Rn) ⊕ Hom(Rn,W )をファイバーに持つ vector
bundleである。

よって Rn(V,W )/Rn−1(V,W )は vector bundle pの Thom complexであり

Rn(V,W )/Rn−1(V,W ) = Gn(V )Rn⊕Hom(Rn,W )

=
(
O(V )/O(V − Rn)×O(Rn) (o(Rn)⊕Hom(Rn,W ))

)
∪ {∞}

= (mor(Rn, V )× (o⊕Hom(Rn,W ))) ∪ {∞}/O(n)
' ((mor(Rn, V )× (o⊕Hom(Rn,W ))) ∪ {∞})hO(n)

=
(
(mor(Rn, V )+ ∧ So ∧ SHom(Rn,W ))

)
hO(n)

∼=
(
(mor(Rn, V )+ ∧ So ∧ SnW

)
hO(n)

よって Theorem 6.3.1より stable splitting

mor(V, V ⊕W )'
S

dimV∨
n=1

Rn(V,W )
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を得る。
更に, 同様にして Stiefel manifoldの stable splittingも得られることが知られている。詳しくは [Mit86, Cra87]

を読まれたい。

Orthogonal calculusのもう一つの応用としては, higher Freudenthal suspensionの構成がある。連続関手

V 7−→ ΩV ΣVX = FX(V )

を考えよう。包含写像
j : V ↪→ R⊕ V

から誘導される
E : ΩV ΣVX −→ ΩV ΩΣΣVX

を Freudenthal suspensionといい, unstable homotopy theoryでは非常に重要な写像である。複素数上のベクトル
空間で考えれば, 所謂 double suspension

E2 : ΩV ΣVX −→ ΩV Ω2Σ2ΣVX

を得る。関手 FX の orthogonal calculusを行なうことにより高次の double suspension

ad(σn) : F (n−1)
X (V ) −→ Ω2nF

(n−1)
X (C⊕ V )

を得る。これについては Arone が [Aro98]でGoodwillie calculusを用いて調べている。その論文で述べている興味
深い結果として次のものがある。

Theorem 6.3.5. X が奇数次元の球面を奇素数 pで局所化したものなら

ad(σpk) : F p
k−1

X (0) −→ Ω2pk

F p
k−1

X (C)

は vk-periodicホモトピー同値である。

Aroneは更に p巾でないところでは null homotopicであると予想している。
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