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序に代えて

昔話

筆者がファイバー束と出会ったのは, 京都大学に入ってすぐのこと。 当時は, 大学の授
業に出るよりも自主ゼミで勉強するもの, という雰囲気が学生の間にあり, 先輩達による自
主ゼミのガイドブックのようなものも配布されていた。 トポロジーを勉強しようと思って
入学したので, トポロジー関係の本で何かないかと探していたところ, その冊子で紹介され
ていたのが Steenrod (スティーンロッド) の本 [Ste51] だった。

今でこそ, アマゾンなどで気軽に洋書が買えるが, 田舎の高校生だったときには, 洋書,
しかも学術専門書を自分で買うことなど, 想像だにできないことだった。 幸い当時は, ま
だ河原町通りに丸善があり, Steenrodの本も鎮座していた。 正確な値段は憶えていないが,
10,000円ぐらいだったと思う。 丸善に行って開いてみては, 「高いなあ」と思って書棚に
戻す, ということを何度か繰り返していた。 意を決して購入し読み始めたのは2回生の夏
休みだったか。 それ以来, Serre/Hurewicz fibration, quasifibration, そしてモデル圏での
fibration と次第に抽象化されていきながらも, ずっとファイバー束から発展していった概
念のお世話になってきた。

そこで, 信州大学に赴任し最初に講義を行なったときにも, ファイバー束を題材にしよ
うと考えた。本書はそのときの 3, 4年生向けの講義が原型である。その後, 講義ノートを
TEXで打って製本して配ったり, ホームページで公開したり, 4年生の卒業研究のテキスト
に使ったりと, 個人的には様々な形で利用してきた。

最初に学生に配布したときは, 1冊が第I部と第II部から成るという構成だった。 内容的
にも, 分量としても, 2分冊にした方がよいと思い, 2冊に分けた内の1冊目が本書である。

しかしながら, ファイバー束の講義を行なったときには一貫した目的があった。 ファイ
バー束の基本的な性質を見ていくことにより, ホモトピー (連続的変形) が数学の基本的な
構造であることを理解してもらう, ということだった。 もちろんファイバー束自体現代幾
何学では基本的な道具であり, その基本的性質を理解することは, 学生にとって重要な修行
の一つである。 当然, それも講義をしていたときの目的の一つだったのであるが, 個人的
には,「ホモトピー論入門」を講義したかったのである。
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ホモトピー論という分野が生れたのは1920年から30年ぐらいだろうか, 数学の歴史から
見ればそれほど昔のことではない。その後, 特に第二次世界大戦後, 急速に成長し, 40～50
年の内に抽象的で複雑な概念を数多く含んだ理論として成熟した。 ホモトピー, つまり連
続的変形という概念は, もともと様々な数学の分野, 特に幾何学の分野で自然現われるもの
であり, ホモトピー論のアイデアは各種幾何学に応用されてきた。しかし, その後ホモトピ
ー論は「連続的変形の理論」としてそれ自体で独立した分野となり, 他の幾何学とは別の
道を歩み始めた。 現在のホモトピー論¹だけを見ると, とても幾何学とは思えない代物であ
る。
そこで, ファイバー束を例にとり, 幾何学的問題からどのようにホモトピー論の各種概念

が派生するのかを説明することにより, 現代の高度に抽象化されたホモトピー論の入門と
なることを考えたわけである。

本書の目的および構成

本書である第I部は, もう20年も前, 1993年度前期に行なったものを基本に, 1996年度の
講義の際に改良したものである。 その際に配布したものは, 3つの章から成っていた。 そ
の内容は以下の通りである:

• 第 1 章 ファイバー束の基本

局所自明化を用いたファイバー束の定義と簡単な例の解説。

• 第 2 章 ファイバー束と位相群

2つの点のまわりの局所自明化の関係としての座標変換の導入と, それに基いた構造
群を持ったファイバー束の導入。 そして, 構造群を持つファイバー束の中で中心的役
割を果すものととしての, 主束の導入。

• 第 3 章 ファイバー束の分類

「良い空間」X 上の主G束の同型類の集合 PG(X) が, 構造群群 G の分類空間 BG へ
の連続写像のホモトピー類の集合 [X,BG] と一対一に対応していることを証明する
ことが目的である。 そのために, ファイバー束の間の写像, プルバック, CW複体, ホ
モトピー群などの必要な道具を準備し, 普遍束が存在すると仮定して, 分類定理を証
明する。 そして, 最後に普遍束の構成を行なう。

その後, 2分冊にした際に, 自然に現れるファイバー束の例を入れた方がよいことに気が
ついた。 例えば, 本書では, §1.1で球面 S2 の接束を出発点としてファイバー束を導入して
いるが, そのような可微分多様体の接束はベクトル束という構造を持ち, 現代幾何学での基
本的な言語として使われている。また, トポロジーの入門的内容の本や講義では, 基本群が

¹例えば, Hovey の本 [Hov99] や Hirschhorn の本 [Hir03] で扱われている model category や, May 達の本
[Elm+97] で扱われている spectrum の理論など。
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扱われることが多いが, 基本群と関係が深いのは被覆空間であり, これもファイバー束の特
別な場合である。
そこで本書では, もう一つ章を追加することにした。

• 第 4 章 重要なファイバー束の例

この章では, ファイバー束の特別な場合として被覆空間とベクトル束を導入し, その
基本的な性質について述べている。

第II部について

続編 [FibII] は以下の章から成る。

• 第1章 ファイバー空間

• 第2章 準ファイバー空間とその応用

• 第3章 ホモトピー論とは何か?

詳しい内容については, [FibII] の「序に代えて」 をご覧いただきたい。

本書での基本的な約束

• 人名は基本的に原語表記とする。 ただし初出時は括弧書きでカタカナの読みを添え
る。

• 数学用語は, 和訳が定着しているものは日本語表記とする。 またカタカナ書きが一般
的に用いられているものはカタカナ表記とする。 それ以外の数学用語は英語表記と
するが, 初出時のみ筆者による和訳を付けることにする。

謝辞

信州大学でファイバー束の講義を始めたのは1993年4月, ロチェスター大学で Ph.D.を
とってほんの一ヶ月後のことだった。 それが日本語で日本人の学生を教えた最初の経験で
ある。 アメリカで微積分と線形代数を教えたことはあったが, ファイバー束のような専門
的な内容を講義したことはなかった。 更に悪いことに, 4年生と大学院生向けに講義する
つもりが, 蓋を開けてみれば, ほとんどの学生が3年生だった。
その講義をがまんして聴講し, きたない板書を読み取りノートをとり続けてくれた学生

達には感謝したい。 彼等が, 耳を傾けノートを取る姿に非常に励まされた。

最初の講義の後, そして1996年度の二度目の講義の後に, このノートの原形となったも
のを学生に配布したが, それを読んでミスプリントや間違いを指摘してくれた学生が何人
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もいた。 さらに, それを2001年度の4年生のセミナーにも用いたが, そこで数多くの間違い
が見つかり, このノートが人前に出せるまでになった。 セミナーのメンバー, 青木, 大藤,
嶋田, 鶴田, そしてオブザーバーとして参加してくれた大学院生の椎名には非常に感謝して
いる。

ファイバー束のホモトピー論的性質の重要性に気づいたのは, ロチェスター大学の大学
院生だったとき, 他の大学院生との議論やセミナーによる。 現在の著者の数学観は, 彼等
を含めたロチェスター大学の algebraic topologists との交流により形成されたといって過
言ではないだろう。 この機会に, ロチェスター大学の algebraic topologists 及び留学の機
会をつくっていただいた河野明先生には感謝の意を表したい。
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1 ファイバー束の基本

1.1 ファイバー束とは?

ファイバー束 (fiber bundle) は, 現代の幾何学の中で最も重要な位置を占めている道具
の一つである, と言って過言ではないだろう。特に微分幾何では, 多くの幾何学的な構造
は, ファイバー束の言葉を用いて記述されている。 極端にいえば, 微分幾何学とはファイ
バー束の幾何学といっても良いかも知れない。 例えば, ベクトル場, 微分形式, 接続, 曲率
などは, ある種のファイバー束の section として定義するのがもっとも簡単でかつ elegant
である。とは言っても, そのような微分幾何の概念に慣れていない人にとっては, 何がどう
簡単で elegant なのか想像もつかないだろう。
微分幾何学だけでなく位相幾何学でも代数幾何学でも (というよりファイバー束が現れ

た頃には, まだ幾何学はそれほど細分化されていなかったのであるが), ある空間を小さな
空間の束として見たり, また同じような空間を束ねて大きな空間を作るというアイデアは
自然に現れてきた。
このようなアイデアが発展してファイバー束という概念が導入されたわけであるが, フ

ァイバー束の起源など歴史的なことはこのノートでは扱う余裕はない。 ここでは, まずフ
ァイバー束というものを使うと幾何学的な概念がすっきりあらわされることを, 一つだけ
例を使って見ることにしよう。 例としては2次元球面上のベクトル場 (vector field) を考え
る。

2次元球面 S2 (正確には, 2次元の単位球面) は

S2 =
{
(x1, x2, x3) ∈ R3

∣∣x21 + x22 + x23 = 1
}

で定義される R3 の部分空間である。 この S2 上のベクトル場を考える。S2 上のベクトル
場 v とは, 各点 x ∈ S2 に対し x での接ベクトルを対応させる規則のことである。

x 7−→ v(x) ∈ TxS2 (1.1)

ここで TxS
2 は, S2 の x における接空間 (tangent space) であり, 正確には,

TxS
2 =

{
ξ ∈ R3

∣∣x ⊥ ξ}



1. ファイバー束の基本

で定義される R3 の部分ベクトル空間である。この定義だと TxS
2 は原点を通っているの

で S2 に接しているように見えないが, 実際の x での接平面はこれを x というベクトルだ
け平行移動したものなので, TxS2 を考えても同じことである。TxS

2 の方が, ベクトル空間
になっているのでなにかと便利なのである。

x3

x2

x1

x TxS
2

v(x)

図 1.1: S2 上のベクトル場

つまり, S2 上のベクトル場というのは, 上図のように S2 の各点に, その点に接するよう
にベクトルが張り付いているという感じのものである。
さて, ここでベクトル場を (1.1) のように考えると少し問題がある。 空間の間の点の対

応があると, それを写像として書きたいと思うのが自然であるが, 今の場合ベクトル場 v の
値域が点 x によって変わってしまい, それが出来ないのである。 これを解決するためには,
TxS

2 をすべて集めてきて一つの空間にしてしまえば良い。よって TS2 =
⨿
x∈S2 TxS

2 と
定義する。これを空間として考えるには, 位相を入れなければならないが, その一番簡単な
方法は, TS2 を R3 × R3 の部分空間とみなすことである。

TS2 =
{
(x, ξ) ∈ R3 × R3

∣∣x ∈ S2, x ⊥ ξ
}

TS2 を用いると, S2 上のベクトル場は写像

v : S2 −→ TS2

6



1.2. ファイバー束の定義

として定義できる。しかし, このような写像全てがベクトル場と呼べるわけではない。
元々の定義 (1.1) から, 各点 x ∈ S2 に対し v(x) ∈ TxS2 でなければならない。 この最後の
条件をもっと簡単に書くには, TxS2 の点は全て一点 {x} に写すとして定義される写像

p : TS2 −→ S2

を用いれば良い。これを使うと, 上の条件 v(x) ∈ TxS2 は p(v(x)) = x と書ける。つまり
S2 上のベクトル場とは連続写像

v : S2 −→ TS2

で次の図式を可換にするものである。

TS2

S2 S2

��

p

//=

??���������

v

ベクトル場の定義をこのように書き換えると単なる写像になるので, 連続なベクトル場
とか滑らかなベクトル場などという言葉が, 意味を持つようになる。 最初の定義 (1.1) で
は, ベクトル場の連続性や微分可能性などを考えるのは難しかったことに注意しよう。

TS2 は, 各点での接空間 TxS
2 を束ねてできたものなので, 空間 TS2 と写像

p : TS2 −→ S2

を合わせたものを S2 の接束 (tangent bundle) という。

この例で, 接束というものが便利なものであることがわかっていただけたであろうか?
本書 (第I部) では, 接束をより一般化かつ抽象化した概念, ファイバー束, について考えてい
く。

1.2 ファイバー束の定義

前節の例で, TxS2 は2次元のベクトル空間であり, 点 x に依らず R2 と同型である。よっ
て TS2 は, R2 を S2 に沿って束ねたものと思える。大まかに言ってファイバー束とは, あ
る空間 F (fiber) を別の空間 B (base space) に沿って束ねたものである。 しかし余りに雑
な束ね方を許してしまうと, 後で扱いに困るので, ある程度その束はきちんと揃っている必
要がある。 例えば, 次のような感じ, に。

例 1.2.1. 1. 円柱 E は, 単位区間 I = [0, 1] を 2次元の円板 (disk)

D2 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 ≤ 1
}

に沿って束ねたものと思える。このとき E = D2 × I なので, 全体がきちんと束ねら
れている。

7



1. ファイバー束の基本

I

D2

図 1.2: 円柱

2. 円筒 A (annulus, 円柱の側面) を考える。

I

S1

図 1.3: 円筒

この絵では上の円柱との違いがよく分からないかもしれないが, 中身が抜けているも
のと思ってほしい。円筒 A も上の円柱の例のように, I を単位円

S1 =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣x2 + y2 = 1
}

に沿って束ねた, というか並べたものと考えられる。

また円筒を横に寝かせると, A は S1 を I に沿って束ねたものとも考えられる。

I

S1

図 1.4: 円筒

実際 A = S1 × I ∼= I × S1 である。

3. 2次元トーラス (torus) T 2 を考える。直感的には, トーラスとは次の図で表されるよ
うなドーナツの表面の形をした空間である。
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1.2. ファイバー束の定義

T 2

S1

S1

図 1.5: トーラス T 2

正確には

T 2 = {((2 + cos θ) cosφ, (2 + cos θ) sinφ, sin θ) | 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ 2π}

で与えられる R3 の部分空間である。T 2 を「縦」に切ると, 上の図のようにどこを切
っても断面は S1 になる。 また横向きにも S1 が入っていることもわかると思う。
このように T 2 は S1 を横向きの S1 に沿って束ねた (並べた) ものと考えられる。

演習問題 1.2.2. T 2 ∼= S1 × S1 を証明せよ。

4. Möbiusの帯 M は, 図 1.6 のように, 長方形の左端と右端を一度 (180度) ひねって張
り合わせてできた空間である。正確には

M =
{(

(2 + t cos φ2 ) cosφ, (2 + t cos φ2 ) sinφ, t sin
φ
2

) ∣∣−1
2 ≤ t ≤

1
2 , 0 ≤ φ ≤ 2π

}
で与えられる R3 の部分空間である。

演習問題 1.2.3. M のグラフを描き, M がどの様な形をしているか確かめよ。

よくみると M も円筒のように単位区間 I (より正確には [−1
2 ,

1
2 ]) を S1 に沿って束

ねたものになっている。しかし全体としてはひねりが入っていて, 上のふたつの例の
ように直積にはならない。そこで, まず S1 を下の図のようにS1

+と S1
− の半分に分け,

それらに沿って M を M+ とM− のふたつに分ける。 すると M+, M− それぞれは,
S1
+ × I, S1

− × I と同相になる。つまり M 全体としては直積にならないが, 小さな部
分に制限して考えると直積になっている。

たったこれだけの例では何のことかさっぱり訳がわからないかも知れないが, とにかく
ファイバー束の定義をしてしまおう。よく見ると, 上の例の一般化になっているはずであ
る。
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1. ファイバー束の基本

M

M+

M−

I

S1

S1
+

S1
−

S1
−

I∼=

S1
+

I∼=

図 1.6: Möbiusの帯

定義 1.2.4. ファイバー束 (fiber bundle) とは, 次の4つ

• 位相空間 B, E, F ,

• 連続写像 p : E −→ B

から成り, 以下の条件をみたすものである: 任意の点 x ∈ B に対し, その開近傍 Ux と同相
写像

φx : p−1(Ux)
∼=−→ Ux × F

で図式
p−1(Ux) Ux × F

Ux

//φx

��?
??

??
??

?
p

����
��
��
��
�

pr1

を可換にするものが存在する。ここで pr1 は第1成分への射影である。
位相空間 E, B, F は, それぞれ, 全空間 (total space), 底空間 (base space), ファイバ

ー (fiber) と呼ばれる。 写像 p は, 射影 (projection) と呼ばれる。 各 φx は, 局所自明化
写像または局所自明化 (local trivialization) と呼ばれる。
このようにたくさんのデータをいちいち書くのは面倒なので, 写像 p : E −→ B だけをと

って, そのファイバー束の名前とすることもある。 また三対 (B,E, F ) や写像の列

F −→ E
p−→ B

を使うこともある。またこの時 E は B 上の F をファイバーとするファイバー束であると
もいう。
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1.2. ファイバー束の定義

上の定義で x′ ∈ Ux の時,

Ux′ = Ux

φx′ = φx

と取ってもよい。 よってファイバー束の定義として次を用いてもよいことがわかる。

定義 1.2.5. ファイバー束とは,

• 三つの位相空間 B, E, F ,

• 連続写像 p : E −→ B

から成り, 次の条件をみたすものである: B の開被覆

B =
∪
α∈A

Uα

と, 各 α に対し同相写像
φα : p−1(Uα)

∼=−→ Uα × F

で図式
p−1(Uα) Uα × F

Uα

//φα

$$J
JJ

JJ p

zzttt
tttpr1

を可換にするものが存在する。 このφαも局所自明化と呼ばれる。

上の最初の三つの例（円柱と円筒とトーラス）の様に, 全体がきちんと揃っているもの
が最も単純なファイバー束であるので, それに特に名前をつける。

定義 1.2.6. E = B × F で p : E → B が 第1成分へ射影のとき, このファイバー束は自明
(trivial) であると言う。

例 1.2.7. 例1.2.1の最初の三つの例は, 自明なファイバー束である。

例 1.2.8. Möbiusの帯が S1 上の [− 1
2 ,

1
2 ] をファイバーとするファイバー束であることを

示そう。 10ページで絵を描いたときは, ファイバーを単位区間 I と考えたが, Möbiusの帯
の定義の式から分るように, 1

2 だけずらして, ファイバーを [− 1
2 ,

1
2 ] と考える方が自然であ

る。
まず射影

p :M −→ S1

を
(x, y, z) =

(
(2 + t cos φ2 ) cosφ, (2 + t cos φ2 ) sinφ, t sin

φ
2

)
∈M

11



1. ファイバー束の基本

に対し
p(x, y, z) = (cosφ, sinφ)

で定義する。
次に局所自明化写像であるが, 10ページで考えたときは, S1 を上半分と下半分に分割し

た。 しかし上のファイバー束の定義によると, S1 を開集合の和集合として表さなければな
らない。 そこで

U1 = {(cos θ, sin θ) | 0 < θ < 2π}

= S1 − {(1, 0)}

U2 = {(cos θ, sin θ) | θ ̸= π}

= {(cos θ, sin θ) |π < θ < 3π}

= S1 − {(−1, 0)}

とおく。

x

y

O

S1U1

U2

図 1.7: S1 の開被覆

明らかに U1, U2 は S1 の開集合であり

S1 = U1 ∪ U2

である。この時定義から

p−1(U1) =
{
((2 + t cos φ2 ) cosφ, (2 + t cos φ2 ) sinφ, t sin

φ
2 )
∣∣−1

2 ≤ t ≤
1
2 , 0 < φ < 2π

}
p−1(U2) =

{
((2 + t cos φ2 ) cosφ, (2 + t cos φ2 ) sinφ, t sin

φ
2 )
∣∣−1

2 ≤ t ≤
1
2 , π < φ < 3π

}
12



1.2. ファイバー束の定義

となる。
同相 p−1(U1) ∼= U1 × [−1

2 ,
1
2 ] を示すために, 写像

f1 : (0, 2π)×
[
− 1

2 ,
1
2

]
−→ p−1(U1)

g1 : (0, 2π) −→ U1

を次のように定義する。

f1(φ, t) =
(
(2 + t cos φ2 ) cosφ, (2 + t cos φ2 ) sinφ, t sin

φ
2

)
g1(φ) = (cosφ, sinφ)

すると, f1, g1 は同相写像であり

φ1 = (g1 × 1[− 1
2 ,

1
2 ]
) ◦ f−1

1 : p−1(U1) −→ U1 ×
[
−1

2 ,
1
2

]
とおくと, φ1 は同相写像である。同様に

φ2 : p−1(U2) −→ U2 ×
[
− 1

2 ,
1
2

]
を定義すれば, これらが局所自明化写像になり

p :M −→ S1

はファイバーが [−1
2 ,

1
2 ] のファイバー束になる。

演習問題 1.2.9. ファイバー束の局所自明化写像の定義で, どうして底空間の点の開近傍を
考えたのかを考えよ。 10ページの Möbiusの帯の絵のように閉集合ではダメなのだろう
か?

演習問題 1.2.10. 上の例で, まず p が連続であること, そして f1, g1 が同相写像であるこ
とを示せ。また φ1 を参考に同相写像

φ2 : p−1(U2) −→ U2 × [− 1
2 ,

1
2 ]

を見付けよ。

上の Möbiusの帯でファイバー束の複雑さがわかってもらえたかもしれないが, 念のため
もっと複雑な例を考えることにする。次の例は, 自明でないファイバー束の内で最も有名
でかつ重要なものの一つである。 具体的な写像は, 有名な横田の本 [横田一71] から引用し
た。

例 1.2.11. 3次元球面 S3 を, ファイバーが 1次元球面 (単位円周) S1 で, 底空間が 2次元球
面 S2 であるファイバー束の全空間として表す。 一般に n次元球面 Sn は,

Sn =
{
(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1

∣∣x20 + · · ·+ x2n = 1
}

13



1. ファイバー束の基本

で定義されるが, ここでは複素数を用いて, 次のように表す。

S1 =
{
z ∈ C

∣∣ |z|2 = 1
}

S2 =
{
(x, z) ∈ R× C

∣∣x2 + |z|2 = 1
}

S3 =
{
(z1, z2) ∈ C2

∣∣ |z1|2 + |z2|2 = 1
}

射影 p : S3 → S2 を
p(z1, z2) =

(
2|z1|2 − 1, 2z1z2

)
で定義する。まず p が well-defined, つまり

(z1, z2) ∈ S3 =⇒ p(z1, z2) ∈ S2

を確かめなければならないが, これは簡単な計算でわかるので, 読者の練習問題としてお
く。明らかに, p は連続である。
次に, 局所自明化写像を見つけなければならない。

U+ = S2 − {(1, 0)}

U− = S2 − {(−1, 0)}

と置く。U+ も U− も S2 の開部分集合であり S2 = U+ ∪U− である。 つまり S2 のどの点
も U+ か U− を開近傍として持つ。よって, 局所自明化写像の条件を満足する同相写像

φ+ : p−1(U+) −→ U+ × S1

φ− : p−1(U−) −→ U− × S1

を見つければ良い。まず (z1, z2) ∈ p−1(U+) に対し

φ+(z1, z2) =
(
2|z1|2 − 1, 2z1z2,

z2
|z2|

)
と置く。ここで問題は, 最後の座標であるが,(

2|z1|2 − 1, 2z1z2
)
∈ U+ =⇒

(
2|z1|2 − 1, 2z1z2

)
̸= (1, 0)

=⇒ z2 ̸= 0

より φ+ は well-defined で連続である。
φ+ が同相であることを示すのに, 逆写像

ψ+ : U+ × S1 −→ p−1(U+)

を

ψ+(x, z, w) =

 zw

2
√

1−x
2

, w

√
1− x
2


で定義する。
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1.2. ファイバー束の定義

演習問題 1.2.12. 同様に

φ− : p−1(U−) −→ U− × S1

ψ− : U− × S1 −→ p−1(U−)

を定義し, それらが互いに逆写像になっていることを示せ。

これにより p : S3 → S2 がファイバーが S1 のファイバー束であることが示された。これ
を Hopf束 (Hopf bundle) という。

Möbius の帯は, 自明でないファイバー束のうちで最も簡単なものの一つであるが, それ
でもそれがファイバー束になることを示すのには, かなりの計算を要した。 Hopf束のよう
に絵に描けないものになると, 局所自明化写像を見つけること自体が非常に難しい。 この
ように, 一般にある写像 p : E → B がファイバー束になることを直接示すのは容易ではな
い。たいていの場合, 局所自明化写像を具体的に書き下すのは不可能である。 これから本
書では, ファイバー束の一般論を展開することにより, 与えられた空間の上にどの様なファ
イバー束が構成できるか調べていくことにしよう。

演習問題 1.2.13. S2 の接束
p : TS2 −→ S2

がファイバー R2 のファイバー束になっていることを示せ。
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2 ファイバー束と位相群

2.1 構造群を持ったファイバー束

§1.2の定義 1.2.5 によると, p : E → B がファイバー F のファイバー束であるとは, B
の開被覆 B =

∪
α∈A Uα と各 α について同相写像 (局所自明化写像)

φα : p−1(Uα)
∼=−→ Uα × F

で
p−1(Uα) Uα × F

Uα

//φα

$$J
JJ

JJ
p zzttt

ttt
pr1

を可換にするものが存在することであった。しかしながら, 例 1.2.11 でみたように, 写像
p がファイバー束になっていることを, この定義だけから確かめるのは容易ではない。 局
所自明化を見つけるのは簡単ではないのである。 球面のように簡単な底空間の場合であれ
だけ複雑だったのだから, 他の空間の場合は推して知るべし, である。
そこで一般の場合を考えるのではなく, ファイバー束に何か条件を付けて考えることに

しよう。 条件を付けるのは, もちろん一番難しい部分, つまり局所自明化写像である。 そ
れにどういう条件をつけたら良いかを考えるために, 局所自明化写像の意味を考えてみよ
う。
まず注意することは, E =

∪
α∈A p

−1(Uα) より, 同相

p−1(Uα) ∼= Uα × F

を用いると, このファイバー束の全空間 E は

E ∼=
∪
α∈A

Uα × F (2.1)

というふうに書けることである。ただし, この式の右辺は正確な表記ではなく, 大体の感じ
を表わしているだけであるが。 つまりファイバー束の全空間は, 自明なファイバー束を貼
り合わせてできていると考えられる。 では, 貼り合わせとは何だろう。



2. ファイバー束と位相群

一度に全部貼り合わせるのではなく, まず二つ, 例えば Uα × F と Uβ × F を貼り合わせ
ることを考えよう。
(2.1) によると, まず

Uα × F ∼= p−1(Uα)

Uβ × F ∼= p−1(Uβ)

という同相 (局所自明化写像) で p−1(Uα) と p−1(Uβ) という形にして, それらの和集合を取
るというのが貼り合わせである。 具体的にどの点とどの点が貼り合わさっているかを見る
ために, 上の局所自明化写像に名前をつけ

φα : p−1(Uα) −→ Uα × F

φβ : p−1(Uβ) −→ Uβ × F

としよう。すると (x, y) ∈ Uα × F と (x′, y′) ∈ Uβ × F に対し, (x, y) と (x′, y′) が貼り合わ
されている, つまり E の中で同じ点に写っているのは

φ−1
α (x, y) = φ−1

β (x′, y′)

である時である。図示すると, 図 2.1 のようになる。

Uα × F

φα

Uβ × F

φβ

B

図 2.1: 局所的な貼り合せ

以上のことをより正確にまとめて書くと次のようになる: Uα × F ⨿ Uβ × F に次の関係
「∼」を定義する。

(x, y) ∼ (x′, y′)⇐⇒ φ−1
α (x, y) = φ−1

β (x′, y′) (2.2)
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2.1. 構造群を持ったファイバー束

この関係を同値関係に拡張し, その同値関係よる商空間

(Uα × F ⨿ Uβ × F )/ ∼

が Uα × F と Uβ × F を貼り合わせたものであると考えられる。 よって「貼り合わせ方に
ある条件をつける」とは, この同値関係に条件をつけることである。
しかし同値関係のような抽象的なものは扱いづらいので, もっと具体的なものに直した

い。 ここで注意するのは上の関係 (2.2) は

(x, y) ∼ (x′, y′)⇐⇒ φβ ◦ φ−1
α (x, y) = (x′, y′)

と書けることである。こうすると二つの写像 φα と φβ を考える代わりに φβ ◦ φ−1
α 一つだ

けでよくなる。次の図式で考えると

(Uα ∩ Uβ)× F (Uα ∩ Uβ)× F

p−1(Uα ∩ Uβ)

//φβ◦φ−1
α

iiRRRRRRRRφα

55llllllll φβ

(x, y) と (x′, y′) が同値がどうか考えるのに, いちいち斜めの写像で p−1(Uα ∩ Uβ) まで降り
てまた上がってこなくても, 横にすっと動けば良いのである。この意味で φβ ◦ φ−1

α を貼り
合わせの写像と言っても良いだろう。この写像 φβ ◦φ−1

α をもう少し詳しく考えてみよう。

補題 2.1.1. 任意の (x, y) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F に対し, (φβ ◦ φ−1
α )(x, y) ∈ {x} × F である。

証明. (x, y) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F に対し

φβ ◦ φ−1
α (x, y) ∈ {x} × F

を示すためには,
pr1 ◦φβ ◦ φ−1

α (x, y) = x

を示せば良い。ここで pr1 は第１成分への射影である。
局所自明化写像の定義から

p−1(Uβ) Uβ × F Uα × F p−1(Uα)

Uβ Uα

//φβ

$$JJ
JJJ

JJJ
JJJ

p
��
pr1

��

pr1

oo φα

zzttt
tt
tt
tt
tt

p

という可換図式を得るが, これを使うと

pr1 ◦φβ ◦ φ−1
α (x, y) = p ◦ φ−1

α (x, y)

= pr1(x, y)

= x

となり, 求める式が示された。
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2. ファイバー束と位相群

定義 2.1.2. 上の補題の状況の下で

φβ ◦ φ−1
α (x, y) =

(
x,Φαβ(x)(y)

)
と書き, Φαβ(x) を y ∈ F に対し Φαβ(x)(y) ∈ F を対応させる写像と考える。つまり,

Φαβ(x)(y) = pr2 ◦φβ ◦ φ−1
α (x, y)

と定義する。

補題 2.1.3. 任意の x ∈ Uα ∩ Uβ に対し, 写像

Φαβ(x) : F −→ F

は同相写像になる。

証明. φα と φβ が同相写像だから, それらの制限として φβ |p−1(x) と φ−1
α |{x}×F も同相写

像。よって,
Φαβ(x) = pr2

(
φβ |p−1(x)

)
◦
(
φ−1
α |{x}×F

)
◦ ix

も同相写像である。ただし, ix : F → {x} × F は ix(y) = (x, y) で定義される写像であ
る。

これで x ∈ Uα ∩ Uβ に対し, 同相写像 Φαβ(x) を与える対応が得られた。この対応の定義
域は Uα ∩ Uβ であるが, 値域にも名前をつけることにしよう。

定義 2.1.4. 位相空間 X に対し

Homeo(X) = {f : X → X | 同相写像
}

と定義する。

すぐわかることは次のことである。

命題 2.1.5. Homeo(X) は写像の合成により群になる。

演習問題 2.1.6. これを確かめよ。

この記号を用いると, ファイバー束での局所的な貼り合わせは

Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ Homeo(F )

と言う写像達によって与えられると思って良い。

定義 2.1.7. これらの写像 {Φαβ}をファイバー束の座標変換 (coordinate transformation)
という。
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2.1. 構造群を持ったファイバー束

ファイバー束の貼り合わせ方を制限するということ, つまり (2.2) という同値関係に制限
を付けるということは, これら座標変換の値域を制限することに他ならない。 そこで次の
定義を考えよう。

定義 2.1.8 (構造群の仮の定義). G を Homeo(F ) の部分群とするとき, ファイバー束
(B,E, F ) が G を構造群 (structure group) とするファイバー束であるとは, その座標変換
Φαβ が任意の α, β に対し G に値を持つことである。図式で言えば,

G Homeo(F )

Uα ∩ Uβ

//inclusion
gg

∃Φ
αβ

77ooooooo Φαβ

が可換になるような写像 Φ
αβ が存在することである。

この定義を良くみると, いくつか疑問が湧いてくるのではないだろうか (そうであってほ
しい)。 例えば次のようなことが考えられる。

1. どうして G は群でなければならないのだろう。 貼り合わせ方を制限するだけなら
Homeo(F ) の部分集合で十分であるはずである。 部分群として定義したのには, 何
か理由があるのだろうか。

2. H を Homeo(F ) の部分群で G を部分群として含んでいるものとする。

G ⊂ H ⊂ Homeo(F )

すると G を構造群とするファイバー束は H も構造群として持つことになる。 つま
り構造群はファイバー束に対し一意的には決まらないのである。普通は, その中で最
も小さいものを構造群という場合が多いのであるが。

演習問題 2.1.9. 上の 1.を考えよ。つまり構造群を持ったファイバー束の定義で, G はど
うして群でなければならない, あるいは, 群であった方がよいのか考えよ。 (ヒント:

Uα ∩ Uβ ∩ Uγ = (Uα ∩ Uβ) ∩ (Uβ ∩ Uγ)

Uα ∩ Uβ = Uβ ∩ Uα

を考える。)

この定義では, Homeo(X) の位相や包含写像 G ↪→ Homeo(X) や Φ
αβ の連続性につい

て何も言っていないので, 実際の幾何学的な応用には適さない。より精密な構造群の定義
は, §2.4 で与える。
しかし, 構造群の感覚を得るにはこの定義で十分なので, この定義に基づいた例をいくつ

か見る事にしよう。
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2. ファイバー束と位相群

例 2.1.10. まず自明束の場合を考える。E ∼= B×F → B を自明束とするとき, 局所自明化
写像は E ∼= B × F 一つしかない。よって, 座標変換は B × F から B × F への恒等写像に
よって定義されているもの, すなわち F から F への恒等写像のみである。故に, 自明束は
自明な群（単位元だけからなる群）を構造群に持つと考えられる。

例 2.1.11. 例 1.2.8 の Möbiusの帯 M → S1 を考える。底空間 S1 の開被覆は, 図 1.7 の
ように

S1 = U1 ∪ U2

U1 = {(cos θ, sin θ) | 0 < θ < 2π}

= S1 − {(1, 0)}

U2 = {(cos θ, sin θ) | π < θ < 3π}

= S1 − {(−1, 0)}

で与えられていた。
また局所自明化

φ1 : p−1(U1) −→ U1 × [−1
2 ,

1
2 ]

φ2 : p−1(U2) −→ U2 × [−1
2 ,

1
2 ]

は次の図 2.2 のように与えられていた。

A

B φ1←−

A

B

φ2−→ A

B

図 2.2: Möbiusの帯の局所自明化

U1 ∩U2 は二つの連結成分から成るが, 図 2.2 で上側の連結成分を A, 下側を B とおく。
座標変換

Φ12 : U1 ∩ U2 −→ Homeo([−1
2 ,

1
2 ])

は写像

(U1 ∩ U2)× [−1
2 ,

1
2 ]

φ−1
1−→ p−1(U1 ∩ U2)

φ2−→ (U1 ∩ U2)× [−1
2 ,

1
2 ]

で定まるが,
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2.2. 位相群

A

B φ1←−

A

B

φ2−→ A

B

図 2.3: Möbiusの帯の座標変換

図 2.3 から

Φ12(x)(t) =

t, x ∈ A, t ∈ [− 1
2 ,

1
2 ] のとき

−t, x ∈ B, t ∈ [−1
2 ,

1
2 ] のとき

となる。ここで g(t) = −t とおくと, g ∈ Homeo([−1
2 ,

1
2 ]) であり, Φ12 は {1[− 1

2 ,
1
2 ]
, g} に値

を持つ。
Φ12 : U1 ∩ U2 −→

{
1[− 1

2 ,
1
2 ]
, g
}

また
g ◦ g(t) = g(−t) = −(−t) = t

より,
{
1[− 1

2 ,
1
2 ]
, g
}
は位数 2 の巡回群 C2 である。よって Möbius の帯の構造群は, C2 であ

る。

円筒 A も Möbius の帯 M も共に底空間が S1 で, ファイバーが I ∼=
[
1
2 ,−

1
2

]
のファイバ

ー束である。 しかし構造群は前者が自明な群, 後者が C2 であり, 円筒が自明なファイバー
束であり, Möbius の帯には一回捻りが入っているという事実を反映している。 次節では,
構造群, あるいはより一般に, 群について考えることにしよう。

2.2 位相群

前節で見たように, 構造群を調べるとファイバー束のことが何かわかりそうである。 構
造群は座標変換により定義されていたが, 座標変換とは

Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ Homeo(F )

という写像のことであった。ここで Φαβ の定義域 Uα ∩ Uβ は位相空間であるし, またもと
もと Φαβ は φα, φβ という連続写像により定義されていた。このことから Homeo(F ) に
位相を入れ位相空間として考えることは自然である。更に, 構造群を導入した動機が座標
変換に制限をつけて扱い易くすることだったとすると, 座標変換にある種の連続性を仮定
するのは不合理なことではない。 そのためには, Homeo(F ), そして構造群 G に位相を入
れて位相群として扱うべきである。 この節では位相群の基本的性質を考える。
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2. ファイバー束と位相群

まず群の定義を思い出そう。最も簡潔な定義は次のものである。

定義 2.2.1. 群 (group) とは

• 集合 G

• 特別な元 e ∈ G

• 写像

µ : G×G −→ G

ν : G −→ G

からなり, 次の条件を満たすものである。

1. 任意の g ∈ G に対し µ(e, g) = µ(g, e) = g, つまり

G G×G G

G

//1G×ce

??
??

??
??

??
?

??
??

??
??

??
?

���
� �
� �
��
�

µ

ooce×1G

��
��
��
��
��
�

��
��
��
��
��
�

が可換になる, ここで
ce : G −→ G

は元 e への定値写像である。

2. 任意の g, h, k ∈ G に対し µ(µ(g, h), k) = µ(g, µ(h, k)), つまり

G×G×G G×G

G×G G
��

1G×µ

//µ×1G

��
µ

//µ

が可換になる。

3. 任意の g ∈ G に対し µ(ν(g), g) = µ(g, ν(g)) = e, つまり

G×G G×G G×G

G G G
��

µ

//ν×1Goo 1G×ν

��
µ

OO

∆

//ceoo ce

が可換になる, ここで ∆ は対角写像である。

e を単位元, µ(g, h) = g · h と書き g と h の積, ν(g) = g−1 と書き g の逆元という。また
µ, ν を G の構造写像 (structure map) という。

24



2.2. 位相群

この定義は, 普通の群論の教科書に最初に出てくるものとは異なるかも知れないが, 同じ
定義を与えることはすぐにわかるはずである。 この定義を用いるのは, 位相群を次のよう
に定義したいからである。

定義 2.2.2. 群 G が同時に位相空間でもあり, G の構造写像 µ と ν が共に連続写像である
とき, G は位相群 (topological group) であると言う。

位相群の簡単な例としては, 次のようなものがある。

例 2.2.3. G = R の時,

e = 0

µ(x, y) = x+ y

ν(x) = −x

と置くと R は位相群になる。

例 2.2.4. G = R× = {x ∈ R | x ̸= 0} とする。

e = 1

µ(x, y) = xy

ν(x) =
1

x

により R× は位相群になる。

例 2.2.5. R× の部分空間 R>0 = {x ∈ R | x > 0} も実数の積で位相群になる。

例 2.2.6. C× = {z ∈ C | z ̸= 0} は複素数の積により位相群となる。 その部分空間である
単位円周 S1 = {z ∈ C | |z| = 1} も同様に位相群になる。

行列から定義される位相群は非常に重要である。

例 2.2.7. Mn(R) = {実数値 n× n 行列} を考える。 集合としては

Mn(R) = Rn
2

と考えることができる。この同一視によって Mn(R) を位相空間とみなす。

e = O （0行列）
µ(A,B) = A+B

ν(A) = −A

により Mn(R) は位相群になる。
例2.2.3 は n = 1 の時である。
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2. ファイバー束と位相群

例 2.2.8. GLn(R) = {A ∈Mn(R) | detA ̸= 0} は Mn(R) の部分空間として位相空間にな
る。

e = En （単位行列）

µ(A,B) = AB

ν(A) = A−1 （逆行列）

と置く。
これにより GLn(R) は位相群になる。これを n次実⼀般線形群 (general linear group)

という。
例2.2.4は, n = 1 の時である。

演習問題 2.2.9. GLn(R) の µ, ν が連続であることを証明せよ。

例 2.2.10. SLn(R) = {A ∈Mn(R) | detA = 1} とおく。µ, ν を上の例の GLn(R) の位相
群の structure map とすると, 行列式の性質より

µ(SLn(R)× SLn(R))) ⊂ SLn(R)

ν(SLn(R)) ⊂ SLn(R)

となる。よって µ, ν の制限により, SLn(R) は位相群になる。これを n次実特殊線形群
(special linear group) という。

例 2.2.11. O(n) = {A ∈Mn(R) | tAA = En} と置く。O(n) は行列の積により位相群にな
る。これを n次直交群 (orthogonal group) という。

例 2.2.12. 同様に SO(n) = {A ∈ O(n) | detA = 1} = O(n) ∩ SLn(R) も行列の積で位相群
になる。これをn次特殊直交群 (special orthogonal group) という。

演習問題 2.2.13. O(n), SO(n) が行列の積で位相群になることを示せ。

例 2.2.14. 上の五つの例の複素数版がある。

Mn(C) = {複素数値 n× n行列}

GLn(C) = {A ∈Mn(C) | detA ̸= 0}

SLn(C) = {A ∈Mn(C) | detA = 1}

U(n) = {A ∈Mn(C) | tAA = En
}

SU(n) = {A ∈ U(n) | detA = 1}

Mn(C) は行列の和により, そして残りは行列の積により位相群となる。
GLn(C), SLn(C), U(n), SU(n) はそれぞれ, 複素⼀般線形群, 複素特殊線形群, ユニタリ

群 (unitary group), 特殊ユニタリ群 (special unitary group) と呼ばれる。
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2.2. 位相群

演習問題 2.2.15. U(n) が位相群になっていることを示せ。

例 2.2.16. H を Hamiltonの四元数 (quaternion) とする。つまり R 上 {1, i, j, k} を基底
にもつベクトル空間で, 1 を単位元とする積を

i2 = −1

j2 = −1

k2 = −1

ij = −ji = k

jk = −kj = i

ki = −ik = j

で定義したものである。H の積は非可換であるが結合法則をみたし, 0 以外の元はすべて
逆元を持つことがわかる。よって

H× = H− {0}

は位相群になる。

演習問題 2.2.17. これを示せ。

例 2.2.18. H の積は可換ではないので, Mn(H) の元に対し行列式を定義することは難し
い。よって SLn(H) などは定義されないが GLn(H) と直交群やユニタリ群の類似は定義で
きる。すなわち

GLn(H) = {A ∈Mn(H) | 逆行列を持つ
}

Sp(n) = {A ∈Mn(H) | tAA = AtA = En
}

と定義する。 ここで, a+ bi+ cj + dk ∈ H に対し

a+ bi+ cj + dk = a− bi− cj − dk

である。

演習問題 2.2.19. GLn(H) と Sp(n) が位相群になっていることを示せ。

注意 2.2.20. H は C に j という j2 = −1 である元を追加してできたものである。 これ
は, R に i を追加して C を得た手順と同じである。 そこで ℓ2 = −1 となる元を H に追加
して 8次元の実ベクトル空間に積を定義しようというのは自然なアイデアである。
実際, Hamilton の四元数の発見に刺激されて, John Graves という人が 1843年に⼋元

数 (octonion) O を考えている。 八元数は, 1845年に Graves とは独立に Author Cayley
によっても発見されたので, Cayley数と呼ばれることが多い。
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2. ファイバー束と位相群

八元数の積は可換どころか結合法則も満たさないので, O× = O − {0} は群にはならな
い。GLn(O) などは当然ダメである。 ただし, 八元数からは別の方法で重要な位相群 (Lie
群) が定義される。 詳しくは, 横田の本 [横田一71] などを見られたい。

上の例の中で, 例えば SLn(R) は GLn(R) に含まれ群の演算も GLn(R) の群の演算を制
限したもので定義されている。

定義 2.2.21. G が位相群で H をその部分空間とする。G の群演算の制限により H が位
相群になるとき, H は G の部分群であるという。 更に H が G の閉集合であるとき, H は
G の閉部分群であるという。

注意 2.2.22. µ と ν を G の構造写像としたときに, H が G の部分群であるという条件は,
µ(H ×H) ⊂ H かつ ν(H) ⊂ H と同値である。

例 2.2.23. 次の包含はすべて閉部分群を与えている。

R>0 ⊂ R×

S1 ⊂ C×

SLn(R) ⊂ GLn(R)

SO(n) ⊂ O(n) ⊂ GLn(R)

SLn(C) ⊂ GLn(C)

U(n) ⊂ GLn(C)

SU(n) ⊂ U(n)

Sp(n) ⊂ GLn(H)

GLn(R) ⊂ GLn(C) ⊂ GLn(H)

O(n) ⊂ U(n) ⊂ Sp(n)

ここで最後の二行は
R ⊂ C ⊂ H

という包含によって誘導されたものである。

演習問題 2.2.24. これを確かめよ。

任意の集合は, 離散位相により位相空間とみなすことができる。 それにより, 任意の群
は位相群になる。

命題 2.2.25. G を任意の群とする。G に離散位相を⼊れ位相空間とすると G は位相群に
なる。

演習問題 2.2.26. これを示せ。
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2.2. 位相群

時には見かけの全然違うふたつの群が, 非常によく似た性質を持つことがある。 ふたつ
の群の構造を比較するために, 次の概念を用いる。

定義 2.2.27. G,H を群とする。G から H への準同型 (homomorphism) とは, 写像

f : G −→ H

で図式
G×G G

H ×H H

//µG

���
� �
� �
� �
�

f×f

���
� �
� �
� �
�

f

//µH

を可換にするものである。 ここで µG, µH はそれぞれ G,H の群の積である。
G, H が位相群で準同型 f が連続の時, f を位相群の準同型という。
更に準同型 g : H → G があり

f ◦ g = 1H , g ◦ f = 1G

のとき, f は同型写像 (isomorphism), G は H と同型であると言い

G ∼= H

と書く。G,H が位相群, f が位相群の準同型で g も位相群の準同型に取れるとき, G と H

は位相群として同型であるという。

注意 2.2.28. G,H が位相を持たない群で

f : G −→ H

が準同型の時,
f が同型写像⇐⇒ f が全単射

である。しかし G,H が位相群で
f : G −→ H

が位相群の準同型のとき, f が全単射でも位相群の同型写像であるとは限らない。例えば
Rδ を R に離散位相を入れたものとし, R を普通の位相を入れたものとすると, 恒等写像

f : Rδ −→ R

は全単射である位相群の準同型写像である。しかし f の逆写像は連続ではないので f は位
相群の同型写像ではない。

例 2.2.29. f : R→ R>0 を f(x) = ex で定める。このとき f は位相群の準同型である。実
際, f は同型である。
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2. ファイバー束と位相群

例 2.2.30. f : R→ S1 を f(x) = e2πix で定める。f は位相群の準同型であるが同型ではな
い。

例 2.2.31. 線形代数で学んだように, 行列式により与えられる写像

det : GLn(R) −→ R×

は位相群の準同型である。

演習問題 2.2.32. r : S1 → SO(2) を

r(eiθ) =

 cos θ − sin θ
sin θ cos θ



で定義する。SO(2) の元はすべて

 cos θ − sin θ
sin θ cos θ

 の形に書けることを示し, r が位相

群の同型であることを示せ。

例 2.2.33. 上の演習問題の写像は次のように一般化できる。A ∈ Mn(C) を実行列 A0, A1

により
A = A0 +A1i

と表わして

r(A) =

A0 −A1

A1 A0


により

r :Mn(C) −→M2n(R)

を定義する。このとき r の制限は単射準同型

r : GLn(C) −→ GL2n(R)

になる。つまり r により GLn(C) は GL2n(R) の閉部分群とみなすことができる。 同様に
以下の閉部分群の包含がある。

GLn(C) ⊂ GL2n(R)

GLn(H) ⊂ GL2n(C)

U(n) ⊂ O(2n)

Sp(n) ⊂ U(2n)

演習問題 2.2.34. これを示せ。
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2.3. コンパクト開位相

演習問題 2.2.32 を「複素化」すると次を得る。

演習問題 2.2.35. 位相群の同型 SU(2) ∼= Sp(1) があることを示せ。(ヒント:

SU(2) =


a −b
b a

 ∣∣∣∣∣∣ a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1


を示す。)

演習問題 2.2.36. SU(2) は位相空間として S3 と同相であることを示せ。

演習問題 2.2.37. SU(2) から SO(3) への位相群の全射準同型を見つけよ。 (ちょっと難し
い。) またその kernel が位数2の群であることを示せ。

群の間に全射準同型があると準同型定理を適用したくなるが, 位相群の場合の準同型定
理の一つの形として, §2.5で定理 2.5.34を考える。

2.3 コンパクト開位相

さてファイバー束の話に戻ろう。

p : E −→ B

を F をファイバーとするファイバー束とし

Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ Homeo(F )

を座標変換とする。§2.1 の定義によると, Homeo(F ) の部分群 G で

ImΦαβ ⊂ G

であるものをこのファイバー束の構造群と呼んだのだった。
この Φαβ という写像は, 元々連続写像によって定義されているので Homeo(F ) に位相

を入れ連続写像になるようにするのが自然である。また Homeo(F ) は写像の合成で群に
なるから, その位相で Homeo(F ) が位相群になってくれるとうれしい。 つまり次の二つ
をみたすように Homeo(F ) に位相を入れたい。

1. Φαβ が連続になる。

2. Homeo(F ) が写像の合成で位相群になる。

まず条件1について考えよう。

Φαβ(x) : F −→ F
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2. ファイバー束と位相群

は合成
(Uα ∩ Uβ)× F

φ−1
α−→ p−1(Uα ∩ Uβ)

φβ−→ (Uα ∩ Uβ)× F
pr2−→ F

を考え
Φαβ(x)(y) = pr2 ◦φβ ◦ φ−1

α (x, y)

として定義されていた。つまり「2変数」の写像 pr2 ◦φβ ◦ φ−1
α で最初の座標を固定し, 2番

目の座標を変数と考えてできたのが

Φαβ(x) : F −→ F

である。
より一般に次の構成を考える。

定義 2.3.1. 写像
φ : X × Y −→ Z

が与えられているとき, x ∈ X を固定し

ad(φ)(x) : Y −→ Z

を
ad(φ)(x)(y) = φ(x, y)

で定義する。

補題 2.3.2. φ : X × Y → Z が連続なら任意の x ∈ X に対し

ad(φ)(x) : Y −→ Z

も連続である。

証明. ad(φ)(x) が Y の各点 y で連続, つまり ad(φ)(x)(y) の任意の開近傍 U に対し, y の
開近傍 V で

ad(φ)(x)(V ) ⊂ U

であるものを見つければよい。
ここで

ad(φ)(x)(y) = φ(x, y)

だから φ(x, y) ∈ U かつ φ が連続であることより (x, y) の X × Y での開近傍 W × V で

φ(W × V ) ⊂ U

であるものが存在する。ここで直積位相の定義より, (x, y) の開近傍として x と y の開近
傍の直積であるものが取れるという事実を使ったことに注意しておく。
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2.3. コンパクト開位相

すると
ad(φ)(x)(V ) = φ({x} × V ) ⊂ φ(W × V ) ⊂ U

となり ad(φ)(x) の連続性が示された。

定義 2.3.3. 位相空間 X, Y に対し

Map(X,Y ) = {f : X → Y | 連続
}

と置く。この記号を使えば, 上の補題は

φ : X × Y −→ Z

が連続なら任意の x ∈ X に対し

ad(φ)(x) ∈Map(Y, Z)

ということである。よって写像

ad(φ) : X −→Map(Y,Z)

が定義される。これを φ の adjoint という。

ファイバー束の座標変換

Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ Homeo(F )

は合成
(Uα ∩ Uβ)× F

φ−1
α−→ p−1(Uα ∩ Uβ)

φβ−→ (Uα ∩ Uβ)× F
pr2−→ F

の adjoint
Φαβ = ad(pr2 ◦φβ ◦ φ−1

α ) : Uα ∩ Uβ −→Map(F, F )

である。たまたま
ImΦαβ ⊂ Homeo(F )

だったから, 値域を Homeo(F ) と考えただけだったのである。
そこでより一般に連続写像

φ : X × Y −→ Z

に対し
ad(φ) : X −→Map(Y,Z)

が連続になるように Map(Y, Z) に位相を入れたいのであるが, まずは天下り的に定義を与
えてしまおう。
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2. ファイバー束と位相群

定義 2.3.4. Y,Z を位相空間とし, 部分空間 K ⊂ Y , U ⊂ X に対し

W (K,U) = {f : X → Y | 連続, f(K) ⊂ U
}

とおく。
B = {W (K,U) | K ⊂ X : コンパクト, U ⊂ Y : 開集合

}
とし, B を開集合の準基底として Map(Y, Z) に位相を入れる。
つまり, コンパクト集合 K ⊂ Y と開集合 U ⊂ Z に対し W (K,U) という形の部分集合か

ら

1. 有限個の共通部分をとる

2. 1でできた集合の任意個の和集合をとる

という操作によりできた集合を開集合とする位相である。
これを Map(Y,Z) のコンパクト開位相 (compact-open topology) という。

注意 2.3.5. 以後, 特に断らない限り連続写像の成す空間 Map(X,Y ) には常にコンパクト
開位相が入っているものとする。

この定義を見れば, 普通の人は, コンパクト開位相は複雑で取っつきにくいものだと思う
だろうが, それはその通りで, 実際に使う際にも扱いづらいものである。 ではどうしてこ
のような複雑な位相を入れるのか, またそれ以前に, どこからこのような位相が現れたのか
疑問に思うかも知れない。 コンパクト開位相の起源については, 本節の最後の「補足」を
見てもらうとして, まずはこのコンパクト開位相が我々の欲しい性質を持っていることを
確かめよう。

補題 2.3.6. Map(Y, Z) にコンパクト開位相を⼊れるとき

φ : X × Y −→ Z

が連続ならその adjoint
ad(φ) : X −→Map(Y, Z)

も連続である。

証明. 任意の x ∈ X に対し, ad(φ) が x で連続であることを示す。 ad(φ)(x) の開近傍 W

に対し
ad(φ)(V ) ⊂W

となる x の開近傍 V を見つければよい。 ここでコンパクト開位相の定義から, W は Y の
コンパクト集合 C と Z の開集合 U により W (C,U) という形に書けている場合を証明す
ればよい。よって

ad(φ)(x) ∈W (C,U)
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のとき
ad(φ)(V ) ⊂W (C,U)

となる x の開近傍 V を見つければよい。
ad(φ)(x) ∈W (C,U) より

ad(φ)(x)(C) ⊂ U

つまり
φ({x} × C) ⊂ U

である。よって任意の y ∈ C に対し

φ(x, y) ∈ U

となる。ここで φ の連続性と U が開であることから x の開近傍 Vy と y の開近傍 Wy で

φ(Vy ×Wy) ⊂ U

となるものが存在する。このとき
C ⊂

∪
y∈C

Wy

であり, C がコンパクトであることから Wy の中から有限個選んで

C ⊂Wy1 ∪ · · · ∪Wyn

とできる。そこで
V =

n∩
i=1

Vyi

とおくと, 任意の x ∈ V, y ∈ C に対し y ∈Wyi となる i を選べば

(x, y) ∈ V ×Wyi ⊂ Vyi ×Wyi

である。よって
ad(φ)(x)(y) = φ(x, y) ∈ φ(Vyi ×Wyi) ⊂ U

となる。これで
ad(φ)(V )(C) ⊂ U

すなわち
ad(φ)(V ) ⊂W (C,U)

が示された。

系 2.3.7. F をファイバーとするファイバー束において Homeo(F ) を Map(F, F ) の部分
空間として位相空間とみなせば, その任意の座標変換

Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ Homeo(F )

は連続である。
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2. ファイバー束と位相群

これでコンパクト開位相が, 我々の欲しい性質の内, 最初のものをみたすことがわかっ
た。次の問題は, Homeo(F ) がコンパクト開位相で位相群になるかどうかである。 つまり
写像の合成と逆写像を対応させる写像

µ : Homeo(F )×Homeo(F ) −→ Homeo(F )

ν : Homeo(F ) −→ Homeo(F )

がコンパクト開位相で連続かということである。
実はこれは一般にはウソである。F に少し条件をつけなければならない。

定義 2.3.8. 位相空間 X が局所コンパクト (locally compact) であるとは, 任意の点 x ∈ X
とその開近傍 V に対し, x の開近傍 U で閉包 U がコンパクトかつ U ⊂ V であるものが取
れることである。

定理 2.3.9. X,Y, Z を位相空間とし Y が局所コンパクト Hausdorff であると仮定する。
このとき写像の合成で定義される写像

µ : Map(Y, Z)×Map(X,Y ) −→Map(X,Z)

は連続である。

系 2.3.10. X が局所コンパクトHausdorff なら

µ : Homeo(X)×Homeo(X) −→ Homeo(X)

は連続である。

この定理の証明には少し準備が必要である。

定義 2.3.11. Hausdorff空間 X について, X が 正則 (regular) であるとは, 任意の x ∈ X
と閉集合 A ⊂ X で

x ̸∈ A

であるものに対し, X の開集合 U, V で

x ∈ U

A ⊂ V

U ∩ V = ϕ

であるものが存在することである。

命題 2.3.12. 局所コンパクト Hausdorff 空間は正則である。

証明. 位相空間論の教科書ならどれでも書いてあるだろう。例えば [松坂和68] を見るとよ
い。
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A
V

U x

X

図 2.4: 正則空間

定理 2.3.9 の証明. 任意の (f, g) ∈Map(Y, Z)×Map(X,Y ) と µ(f, g) の開近傍 W に対し,
(f, g) の開近傍 W ′ で

µ(W ′) ⊂W

となるもの, つまり
(f, g) ∈W ′ ⊂ µ−1(W )

となるものを見つければよい。
コンパクト開位相の定義から, コンパクト集合 C ⊂ X と開集合 U ⊂ Z により

W =W (C,U)

と書けると仮定してよい。すると

µ(f, g) ∈W ⇐⇒ µ(f, g) ∈W (C,U)

⇐⇒ f ◦ g ∈W (C,U)

⇐⇒ f(g(C)) ⊂ U

⇐⇒ g(C) ⊂ f−1(U)

⇐⇒ y ̸∈ Y − f−1(U) for y ∈ g(C)

である。
ここで Y は局所コンパクト Hausdorff だから, 上の命題より Y は正則となる。よって

y ∈ g(C) に対し, y の開近傍 Vy と Y − f−1(U) を含む開集合 Wy で

Vy ∩Wy = ϕ

となるものが存在する。すると

Vy ⊂ Y −Wy ⊂ f−1(U)
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2. ファイバー束と位相群

であり, Y −Wy は閉だから
V y ⊂ Y −Wy ⊂ f−1(U)

である。また Y は局所コンパクトだから V x はコンパクトであると仮定してよい。
まとめると, 任意の y ∈ g(C) に対し y の開近傍 Vy で

V y : compact

V y ⊂ f−1(U)

であるものが存在することがわかった。
全ての y ∈ g(C) について和集合を取ると

g(C) ⊂
∪

y∈g(C)

Vy ⊂
∪

y∈g(C)

V y ⊂ f−1(U)

となるが, C がコンパクトで g が連続だから g(C) もコンパクト, よって

g(C) ⊂
n∪
i=1

Vyi

となる y1, . . . , yn ∈ g(C) が存在する。そこで

V =

n∪
i=1

Vyi

とおくと, V は開集合で V はコンパクト, かつ

g(C) ⊂ V, f(V ) ⊂ U

つまり
g ∈W (C, V ), f ∈W (V ,U)

である。また
µ(W (V ,U)×W (C, V )) ⊂W (C,U)

は明らかだから,
W ′ =W (V ,U)×W (C, V )

とおくと, W ′ は
(f, g) ∈W ′ ⊂ µ−1(W (C,U))

をみたす (f, g) の開近傍である。これで µ が (f, g) で連続であることが示された。

次に逆写像を対応させる写像

ν : Homeo(X) −→ Homeo(X)

の連続性であるが, これには局所コンパクト Hausdorff よりさらに強い条件がいる。
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定義 2.3.13. 位相空間 X,Y に対し

BS = {W (K,U) | K ⊂ X が閉, U ⊂ Y が開で K あるいは Y − U がコンパクト
}

とおき, BS を開集合の準基底とする Map(X,Y ) の位相を対称コンパクト開位相 (sym-
metrized compact-open topology) という。

注意 2.3.14. 対称コンパクト開位相は, 普通のコンパクト開位相に開集合を追加して, 条
件が対称になるようにした位相である。あまり使われているのを見ないが, 例えば, Atiyah
と Segal の twisted K理論に関する論文 [AS04] で使われている。

命題 2.3.15. 任意の X に対し Homeo(X) に対称コンパクト開位相が⼊っているとき, ま
たは X がコンパクト Hausdorff で Homeo(X) に普通のコンパクト開位相 が⼊っている
とき,

ν : Homeo(X) −→ Homeo(X)

は連続である。

証明. 対称コンパクト開位相の場合を考える。X がコンパクト Hausdorff の場合は演習問
題とする。
Homeo(X) の開基 W (K,U) について ν−1(W (K,U)) が開であることを示せばよい。

f ∈ ν−1(W (K,U)) ⇐⇒ f−1(K) ⊂ U

⇐⇒ K ⊂ f(U)

⇐⇒ X −K ⊃ f(X − U)

⇐⇒ f−1(X −K) ⊃ X − U

つまり ν−1(W (K,U)) =W (X − U,X −K) であり, ν は連続である。

演習問題 2.3.16. X がコンパクト Hausdorff で Homeo(X) にコンパクト開位相が入って
いるとき, ν が連続であることを証明せよ。

上の証明からわかるように

系 2.3.17. 上の命題と同じ仮定の下で,

ν : Homeo(X) −→ Homeo(X)

は同相写像である。

そして目標だったことが証明できた。

系 2.3.18. X が局所コンパクト Hausdorff で Homeo(X) に対称コンパクト開位相が⼊
っているか, または X がコンパクト Hausdorff で Homeo(X) にコンパクト開位相が⼊っ
ているとき, Homeo(X) は位相群になる。
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Homeo(X) が位相群になるための二つの条件が得られたわけであるが, 残念ながらいづ
れもあまり満足のいくものではない。例えば, X = Rn はコンパクトではないので, 対称
コンパクト開位相を用いないといけないが, 対称コンパクト開位相はあまり一般的な位相
ではない。 幸い, Homeo(X) のような巨大な群そのものを扱うことは少なく, その「小さ
な」部分群なら, コンパクト開位相で位相群になっていることが多いのである。

例 2.3.19. GLn(R) は Homeo(Rn) の部分群であるが, 演習問題 2.3.35 で確かめるよう
に, コンパクト開位相の相対位相で定まる位相と例 2.2.8 の位相は一致するのである。 よ
って, GLn(R) はコンパクト開位相により位相群となる。

更に, 次節のテーマである群の作用のように, 逆写像を対応させる写像 ν : Homeo(X)→
Homeo(X) を考える必要のないときには, コンパクト開位相で十分である。 位相群の定義
から逆元の存在を除いたものには次のような名前がついている。

定義 2.3.20. 位相モノイド (topological monoid) とは,

• 位相空間 X

• 特別な元 e ∈ X

• 連続写像
µ : X ×X −→ X

からなり, 次の二つの条件をみたすものである。

µ ◦ (µ× 1X) = µ ◦ (1X × µ)

µ ◦ (1X × ce) = µ ◦ (ce × 1X) = 1X

例 2.3.21. 局所コンパクト Hausdorff 空間 X に対し, Map(X,X) はコンパクト開位相と
写像の合成で位相モノイドになる。よって, このとき Homeo(X) もコンパクト開位相で位
相モノイドになる。

例 2.3.19 の解釈としては, Homeo(Rn) をコンパクト開位相により位相モノイドとみな
し, GLn(R) はその部分モノイドとみなすのがよい。 この場合, たまたま GLn(R) は群にも
なっていたのである。 実は, 「たまたま」ではなく, このような場合がほとんどである。
よって, 以後 Homeo(X) を考えるときには, コンパクト開位相により位相モノイドとみな
すことにする。

補足: コンパクト開位相の意味

前節で導入したコンパクト開位相は複雑で取っつきにくく, できれば避けて通りたいよ
うなものであるが, 残念ながら(?) 我々の必要な性質をうまくみたしているものなので使わ
ないわけにはいかない。
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そこで本節では, コンパクト開位相に少しでも馴れ親しんでもらうため, コンパクト開位
相がどういうものなのか少し解説してみたい。

まずは微分積分学で学んだことを思い出そう。

定理 2.3.22. 連続写像
f : [a, b] −→ R

は最⼤値, 最⼩値を持つ。

この事実は, [a, b] がコンパクトであること, よって f([a, b]) がコンパクトであること, そ
して R のコンパクト集合は有界閉集合であること, から証明される。 全く同様に, より一
般に次のことが証明できる。

定理 2.3.23. X がコンパクトなら, 任意の連続写像

f : X −→ R

は最⼤値, 最⼩値を持つ。

系 2.3.24. X がコンパクトのとき,

f, g : X −→ R

が連続なら |f(x)− g(x)| は最⼤値を持つ。

このことから次を得る。

定理 2.3.25. X がコンパクトのとき, f, g ∈Map(X,R) に対し

d(f, g) = max
x∈X

|f(x)− g(x)|

とおくと, Map(X,R) は d により距離空間になる。

注意 2.3.26. 上の距離は
∥f∥ = max

x∈X
|f(x)|

により定義されたノルム (norm) による距離である。このノルムを sup norm という。

これで X がコンパクトで Y = R のとき Map(X,Y ) は距離空間, よって位相空間となる
ことがわかった。 この定義はコンパクト開位相の定義より取っつきやすいと思う。 ただ
し扱いやすいかどうかは別であるが。 またこの定義では R が距離空間であるという事実
しか使っていないので, 次のように一般化できる。

定理 2.3.27. X がコンパクトで (Y, δ) が距離空間のとき, f, g ∈Map(X,Y ) に対し

d(f, g) = max
x∈X

δ(f(x), g(x))

とおくと, Map(X,Y ) は d により距離空間になる。
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注意 2.3.28. この距離により Map(X,C) を距離空間と考えたものを C(X) と書く。これ
は C∗環 (C∗-algebra) という構造を持ち, 関数解析学などで重要である。

この距離空間としての Map(X,Y ) の位相は, 解析学では一様収束位相と呼ばれているも
のである。 一般の位相空間 X に対しては次のように定義する。

定義 2.3.29. 位相空間 X と距離空間 (Y, δ) に対し Map(X,Y ) に次のように位相を定義す
る: 写像列 {fn}n∈N ⊂ Map(X,Y ) が f に一様収束するとは, 任意の ε > 0 に対し十分大き
な N を取ると, 任意の x ∈ X と n > N に対し

δ(f(x), fn(x)) < ε

となることである。
この収束性により Map(X,Y ) に定義された位相を⼀様収束位相という。

注意 2.3.30. X がコンパクトのとき, Map(X,Y ) に定理 2.3.27 の距離により入れた位相
と一様収束位相は一致する。

X がコンパクトではない場合には maxx∈X δ(f(x), g(x)) が存在しないかもしれないの
で, 次の定義の方が実用的である。

定義 2.3.31. 位相空間 X と距離空間 (Y, δ) に対し Map(X,Y ) に次のように位相を定義す
る: X の各コンパクト部分空間 K に対し Map(K,Y ) は Y の距離により一様収束位相を
持つとする。このとき, K への制限により与えられる写像

i∗K : Map(X,Y ) −→Map(K,Y )

がすべてのコンパクト部分集合 K に対し連続になるような最弱の (最も開集合の少ない)
位相を Map(X,Y ) のコンパクト⼀様収束位相という。
ε > 0 と f ∈Map(K,Y ) に対し

UKε (f) = {g ∈Map(K,Y ) | δ(f(x), g(x)) < ε for any x ∈ K}

と定義するとき, コンパクト一様収束位相は

{
(i∗K)−1(UKε (f))

∣∣ K ⊂ X : コンパクト, f ∈Map(K,Y ), ε > 0
}

を開集合の基底とする位相である。

X と Y が「普通の空間」のときは, この位相とコンパクト開位相は一致する。

定理 2.3.32. X が局所コンパクト Hausdorffで Y が距離空間ならば Map(X,Y ) 上のコ
ンパクト開位相とコンパクト⼀様収束位相は⼀致する。
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証明. まず任意のコンパクト集合 K ⊂ X と開集合 V ⊂ Y に対し, W (K,V ) がコンパクト
一様収束位相で開であることを示そう。
f ∈W (K,V ) をとる。任意の x ∈ K に対し f(x) ∈ V で V は開であるから, εx > 0 で

Uεx(f(x)) ⊂ V

となるものが存在する。ここで Uεx(f(x)) は f(x) の Y の中での ε 近傍である。

f(K) ⊂
∪
x∈K

U εx
2
(f(x))

で K がコンパクトだから, 有限個を選んで

f(K) ⊂
n∪
i=1

U εxi
2
(f(xi)) (2.3)

とできる。そこで
ε = min

i
εxi

とおき,
U = (i∗K)−1(UKε

2
(i∗K(f)))

と定義する。ここで UKε
2
(i∗K(f)) は, Map(K,Y ) の sup norm による i∗K(f) の ε

2近傍 であ
る。すると

f ∈ U ⊂W (K,V )

となる。実際 g ∈ U と任意の x ∈ K に対し

δ(f(x), g(x)) <
ε

2

であるが, (2.3) より, 任意の x ∈ K に対し

δ(f(x), f(xi)) <
εxi

2

となる i が存在する。すると

δ(g(x), f(xi)) < δ(g(x), f(x)) + δ(f(x), f(xi))

<
ε

2
+
εxi

2

<
εxi

2
+
εxi

2

= εxi

となり
g(x) ∈ Uεxi

(f(xi)) ⊂ V

よって
g(K) ⊂ V
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2. ファイバー束と位相群

を得る。ここでコンパクト一様収束位相の定義から, U はコンパクト一様収束位相で開で
ある。任意の f ∈ W (K,V ) に対し, そのコンパクト一様収束位相による開近傍がとれたか
ら, W (K,V ) はコンパクト一様収束位相で開である。

逆に, 任意のコンパクト一様収束位相での開集合 U ⊂ Map(X,Y ) に対し U がコンパク
ト開位相で開であることを示そう。f ∈ U に対し, コンパクト一様収束位相の定義から, あ
る X のコンパクト部分集合 K と ε > 0 で

(i∗K)−1
(
UKε (i∗K(f))

)
⊂ U

となるものが存在する。

K ⊂
∪
x∈K

f−1(U ε
3
(f(x)))

であるが X が局所コンパクトであることから, 各 x ∈ K に対し x の X での開近傍 Vx で

Vx ⊂ f−1(U ε
3
(f(x)))

かつ Vx がコンパクトであるものが存在する。

K ⊂
∪
x∈K

Vx

であるが, K がコンパクトであることから, 有限個を選んで

K ⊂
n∪
i=1

Vxi

とできる。
ここで

Ui = U ε
3
(f(xi))

Ki = Vxi ∩K

とおくと, 任意の g ∈ ∩ni=1W (Ki, Ui) に対し

i∗K(g) ∈ UKε (i∗K(f))

となる。実際,

K =
n∪
i=1

Ki

より任意の x ∈ K に対し x ∈ Ki となる i がある。このとき

δ(f(x), g(x)) ≤ δ(f(x), f(xi)) + δ(f(xi), g(x))

<
εK
3

+ δ(f(xi), g(x))
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2.3. コンパクト開位相

であるが,
Vxi ⊂ f−1(U ε

3
(f(xi)))

より
Vxi ⊂ U 2ε

3
(f(xi))

となる。よって
δ(f(x), g(x)) <

ε

3
+

2ε

3
= ε

である。
以上のことより

i∗K(∩ni=1W (Ki, Ui)) ⊂ UKε (i∗K(f))

となり, U がコンパクト開位相で開であることが示された。

ここでもう一つコンパクト開位相を使うことの正当性を示す事実を挙げておこう。

定理 2.3.33. 位相空間 X,Y に対し

ev : Map(X,Y )×X −→ Y

を ev(f, x) = f(x) で与えられる写像 (evaluation map) とする。
X が局所コンパクトのとき, コンパクト開位相は ev を連続にする Map(X,Y ) の位相の

中で最弱（開集合の数が最も少ない）のものである。

この事実は重要であるが, これ以上本節を長くしないために, ここでは証明しない。興味
ある読者は, 例えば Kelly の本 [Kel75] を見られたい。
最後に次の2つの問題を考えれば, コンパクト開位相を使うことに納得できるだろう。

演習問題 2.3.34. 集合 [n] = {1, 2, . . . , n} に離散位相を入れ位相空間と考える。 写像

e : Map([n], X) −→ Xn

を
e(f) = (f(1), f(2), . . . , f(n))

で定義すると, これは同相写像であることを確かめよ。

演習問題 2.3.35. §2.2で Mn(R) の位相を定義したのと同様に, 実 m× n 行列のなす集合
Mm,n(R) を Rmn と同一視し, Rmn の距離により位相を定義する。
一方, A ∈Mm,n(R) は線型写像

A : Rn −→ Rm

を定める。よって
Mm,n(R) ⊂Map(Rn,Rm)
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2. ファイバー束と位相群

とみなし, Map(Rn,Rm) のコンパクト開位相から定義される相対位相を入れることができ
る。
この二つの位相が一致することを確かめよ。

2.4 ファイバー束と群の作用

構造群を持ったファイバー束の定義では群 Homeo(F ) が重要であり, §2.3ではこの群
Homeo(F ) にどのような位相を入れればよいかを考えてきた。
ファイバー束の構造群の定義をより精密にするために, 本節では Homeo(F ) を別の面か

ら見てみることにする。この群は, 実は空間 F への群の作用を考えるときに中心的な役割
を果たすのである。
まず群の作用の定義を思い出そう。

定義 2.4.1. G を位相群 X を位相空間とするとき, G の X への (左からの) 作⽤ (action)
とは, 連続写像

µ : G×X −→ X

で次の条件を満たすものである。

1. 任意の x ∈ X に対し, µ(e, x) = x, つまり

X G×X

X
��?

??
??

??
??

??

=

//ce×1X

���
��
� �
� �
�

µ

が可換になる。

2. 任意の g, h ∈ G と x ∈ X に対し,

µ(g, µ(h, x)) = µ(gh, x)

つまり
G×G×X G×X

G×X X
��

µG×1X

//1G×µ

��
µ

//µ

が可換になる。ここで µG : G×G→ G は G の積である。

簡単のため µ(g, x) = g · x と書く。
まったく同様に右からの作用

X ×G −→ X

も定義される。
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2.4. ファイバー束と群の作用

注意 2.4.2. 上の定義の図式をよく見ると, 群の定義 (定義 2.2.1) に現われた図式とよく似
ていることがわかるだろう。実際, 次のことがわかる。

補題 2.4.3. G を位相群とし, G の積

µ : G×G −→ G

を考える。µ の定義域の左の G を群とみなし, 右の G を空間と考える。 また µ の値域の
G も空間とみなす。すると µ は G の G ⾃⾝への左からの作⽤になっている。

証明. 群の定義 (単位元の存在と結合律) そのものである。

例 2.4.4. 例えば, G が Rn を加法で群とみなしたもののとき, 補題 2.4.3 の G の G への
作用は, 平行移動である。

系 2.4.5. G を位相群とし H をその部分群とする。このとき G の積 µ を制限した写像

µ|H×G : H ×G −→ G

は H の G への左からの作⽤である。

位相群の自分自身への作用の重要な例としては, 他にも次の共役 (conjugation) による
ものがある。

演習問題 2.4.6. G を位相群としたとき

µc : G×G −→ G

を (g, h) ∈ G×G に対し
µc(g, h) = ghg−1

で定義する。これが G の G 自身への左からの作用になっていることを確かめよ。

具体的な群の作用の例で重要なのは次のものである。

演習問題 2.4.7. G = GLn(R), X = Rn とし G の X への作用を行列とベクトルの積

µ(A, v) = Av

で定義する。これが GLn(R) の Rn への左からの作用になっていることを確かめよ。

また右からの作用で重要なのは次のものである。

演習問題 2.4.8. X を位相空間とし, Σn を n次対称群とする。このとき

µ : Xn × Σn −→ Xn
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2. ファイバー束と位相群

を (x1, · · · , xn) ∈ Xn と σ ∈ Σn に対し

µ((x1, · · · , xn), σ) = (xσ(1), · · · , xσ(n))

で定義するとき, これが Σn の Xn への右からの作用になっていることを確かめよ。だだ
し Σn は離散位相により位相群とみなす。

注意 2.4.9. 以後, 本書では有限群はすべて離散位相により位相群とみなす。

右作用と左作用を入れ替えたいときには, 次のようにすればよい。

演習問題 2.4.10. 位相群 G が位相空間 X に左から作用

µX : G×X −→ X

しているとき,
µopX : X ×G −→ X

を µopX (x, g) = (g−1, x) と定義すると, これは右作用になることを示せ。

演習問題 2.4.7の作用を制限することにより次の例が得られる。

例 2.4.11. G = O(n), X = Sn−1 とする。

O(n) ⊂ GLn(R)

Sn−1 ⊂ Rn

だから, GLn(R) の Rn への作用の制限により O(n) の Sn−1 への作用が定義されることを
示したい。証明すべきことは,

A ∈ O(n), v ∈ Sn−1 =⇒ Av ∈ Sn−1 (2.4)

である。まず
v ∈ Sn−1 ⇐⇒ |v|2 = 1⇐⇒ ⟨v, v⟩ = 1⇐⇒ tvv = 1

ここで最後の等式では, v を縦ベクトル, つまり n×1行列と思っている。よって Av ∈ Sn−1

を示すのに
t(Av)(Av) = 1

を示せばよい。しかし
t(Av)(Av) = tvtAAv

であり O(n) の定義から tAA = En である。 これで (2.4) が示された。

上の例や系 2.4.5 で使ったのは次の事実である。
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2.4. ファイバー束と群の作用

補題 2.4.12. G を位相空間 X に左から作⽤する位相群とし, その作⽤を

µ : G×X −→ X

とする。
H を G の部分群, A を X の部分空間で

µ(H ×A) ⊂ A

であるものとすると µ|H×A は H の A への作⽤である。

例 2.4.13. 上の例で n = 2 の場合, つまり O(2) の S1 への作用を少し詳しく見てみること
にしよう。
S1 はよく知っているので O(2) を考える。まず重要なことは

A ∈ O(2) =⇒ detA = ±1

である。よって
det : O(2) −→ {±1}

は全射準同型である。準同型定理より同型

O(2)/Kerdet ∼= {±1}

を得るが,
Kerdet = SO(2)

より, これは T ∈ O(2)− SO(2) により

O(2) = SO(2) ∪ T · SO(2)

と coset 分解できるということである。つまり A ∈ O(2) ならば A ∈ SO(2) または
B ∈ SO(2) により A = TB と書けるということである。 ここで演習問題 2.2.32 より

SO(2) =


 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 ∣∣∣∣∣∣ 0 ≤ θ < 2π


である。また

T =

 −1 0

0 1


としてよい。これは y軸に関する反転である。よって O(2) の S1 への作用は回転か y軸に
関する反転か, またはそれらの合成で与えられる。

注意 2.4.14. 上の議論で, SO(2) が xy平面の原点を中心とした回転全体の成す群であるこ
とがわかったわけであるが, より一般に SO(n) を回転群という場合もある。実際, SO(n)

は Rn の中の原点を通る直線に関する回転の合成からなる群である。
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2. ファイバー束と位相群

O(2) には次のような元が含まれている。

演習問題 2.4.15. ℓ を R2 内の原点を通る直線とし, Tℓ を ℓ に関する鏡映 (reflection) とす
る。

x

y

0

ℓ

v

Tℓ(v)

図 2.5: 直線に関する鏡映

このとき Tℓ を行列で表し, Tℓ ∈ O(2) であることを示せ。 また, Tℓ を T と SO(2) の元
との積で表せ。

演習問題 2.4.16. 0 ≤ θ < 2π に対し

Rθ =

 cos θ − sin θ
sin θ cos θ


とおく。また自然数 n ≥ 3 に対し

D2n = R 2π
n
と T で生成された O(2) の部分群

とおく。この群 D2n を二面体群 (dihedral group) という。
このとき O(2) の R2 への作用を制限することにより, D2n は原点を中心とし y軸に関し

て対称な正n角形に作用することを示せ。
また D2n が位数 2nの有限群であることを示し, D2n を生成元と関係式で表せ。

少し O(2) に深入りしすぎたが, また一般の群の作用に戻ろう。群の作用は

µ : G×X −→ X

という写像だから, その adjoint

ad(µ) : G −→Map(X,X)

が取れる。この写像は次のような性質を持っている。
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x

y

0

2π
n

R 2π
n

図 2.6: 二面体群

補題 2.4.17. G を位相群, X を位相空間とし,

µ : G×X −→ X

を G の X への作⽤とする。このとき µ の adjoint

ad(µ) : G −→Map(X,X)

の像は Homeo(X) に含まれる。よって ad(µ) は

ad(µ) : G −→ Homeo(X)

という写像であると考えられる。

証明. 簡単のため g ∈ G, x ∈ X に対し

gx = µ(g, x)

と書く。

任意の g ∈ G に対し

ad(µ)(g) : X −→ X

が同相写像であることを示せばよいが, そのために ad(µ)(g−1) がその逆写像であることを
示す。
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2. ファイバー束と位相群

任意の x ∈ X に対し

ad(µ)(g−1) ◦ ad(µ)(g)(x) = ad(µ)(g−1)(µ(g, x))

= ad(µ)(g−1)(gx)

= µ(g−1, gx)

= g−1(gx)

= (g−1g)x

= ex

= x

となり,
ad(µ)(g−1) ◦ ad(µ)(g) = 1X

である。同様の計算で
ad(µ)(g) ◦ ad(µ)(g−1) = 1X

であることもわかるので, ad(µ)(g) は同相写像である。

補題 2.4.18. G を位相空間 X に作⽤する位相群とし,

µ : G×X −→ X

をその作⽤とすると
ad(µ) : G −→ Homeo(X)

は連続な準同型である。

証明. ad(µ) が連続であることは補題 2.3.6からわかる。 よって ad(µ) が群の準同型であ
ること, つまり任意の g, h ∈ G に対し

ad(µ)(gh) = ad(µ)(g) ◦ ad(µ)(h)

を示せばよい。ここで任意の x ∈ X に対し

ad(µ)(gh)(x) = µ(gh, x) = (gh)x

であり

ad(µ)(g) ◦ ad(µ)(h)(x) = ad(µ)(g)(µ(h, x))

= ad(µ)(g)(hx)

= µ(g, hx)

= g(hx)

= (gh)x
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だから
ad(µ)(gh) = ad(µ)(g) ◦ ad(µ)(h)

が示された。

以上のことで作用
G×X −→ X

があれば, 連続な準同型
G −→ Homeo(X)

ができたわけであるが, 逆にこのような連続な準同型から G の X への作用ができるだろ
うか。まず adjoint を取ることの逆の操作が必要であるが, それは次で定義される。

定義 2.4.19. 写像
φ : X −→Map(Y, Z)

に対し
ad−1

(φ) : X × Y −→ Z

を
ad−1

(φ)(x, y) = φ(x)(y)

で定義する。

注意 2.4.20. ここで ad−1 という記号を使ったのは ad という写像の逆写像という意味で
ある。補題 2.3.6 より, ad は

ad : Map(X × Y, Z) −→Map(X,Map(Y, Z))

という写像であると考えられる。上の定義の ad−1 はこの写像の逆写像である。

演習問題 2.4.21. Map(X × Y,Z) と Map(X,Map(Y,Z)) にコンパクト開位相を入れたと
き,

ad : Map(X × Y, Z) −→Map(X,Map(Y, Z))

が同相写像になるための条件を考えよ。

補題 2.4.22. Y が局所コンパクト Hausdorff であるとき

φ : X −→Map(Y, Z)

が連続なら
ad−1

(φ) : X × Y −→ Z

も連続である。
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証明. U ⊂ Z を開集合として(
ad−1

(φ)
)−1

(U) = {(x, y) ∈ X × Y |φ(x)(y) ∈ U}

を考える。(x0, y0) ∈
(
ad−1

(φ)
)−1

(U) に対し, φ(x0) : Y −→ Z が連続だから, φ(x0)−1(U)

は開集合であり, よって Y − φ(x0)−1(U) は y0 を含まない Y の閉集合である。
ここで Y は局所コンパクト Hausdorff だから正則 (命題 2.3.12), よって y0 の開近傍 V

で
V ∩ (Y − φ(x0)−1(U)) = ∅

つまり
φ(x0)(V ) ⊂ U

であるものが取れる。
また Y が局所コンパクトだから V はコンパクトであると仮定してよい。すると

φ−1(W (V ,U))× V は (x0, y0) の開近傍であり

φ−1(W (V ,U))× V ⊂
(
ad−1

(φ)
)−1

(U)

故に ad−1
(φ) は連続である。

系 2.4.23. G が位相群で X は局所コンパクト Hausdorff 空間とする。

φ : G −→ Homeo(X)

が連続な準同型なら
ad−1

(φ) : G×X −→ X

は G の X への作⽤である。

証明. X がコンパクトならコンパクト開位相と対称コンパクト開位相が一致することより,
上の補題から ad−1

(φ) は連続である。よって後は ad−1
(φ) が群の作用の条件をみたして

いることを示せばよいが, それは簡単な計算からわかるので省略する。
X がコンパクトでない場合には ad−1 の連続性を確かめなければならないが, それは読

者の演習問題とする。

系 2.4.24. X が局所コンパクト Hausdorff なら, Homeo(X) は X に連続に作⽤する。

証明. 恒等写像
1Homeo(X) : Homeo(X) −→ Homeo(X)

は連続な準同型だから, 上の系より Homeo(X) の X への作用を定める。
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この命題により, これ以降 X が局所コンパクトのときには位相群 G の X への連続な作
用と連続な準同型

G −→ Homeo(X)

を同一視する事にする。

群の作用について必要なことが大体揃ったので, ここでファイバー束に戻ることにしよ
う。§2.1 で F をファイバーとするファイバー束の構造群 G は, 部分群としての包含写像

G ↪→ Homeo(F )

により定義されていた。部分群の包含写像は準同型だから, (F が局所コンパクトなら) こ
れはまさに G の F への作用である。そこでは, この作用の連続性について何も規定してい
なかったが, この作用が連続であると仮定するのが自然である。 また包含写像だけでなく,
任意の連続な準同型

G −→ Homeo(F )

も同様に扱える。よって次の定義を得る。

定義 2.4.25 (正確な構造群の定義). Gを局所コンパクト Hausdorff 空間 F に連続に作用
する位相群とし

G −→ Homeo(F )

をその作用によって定まる連続な準同型とする。
ファイバー束 (B,E, F ) が G を構造群 (structure group) とする（Steenrod の意味で

の）ファイバー束であるとは, {Φαβ} をその座標変換としたとき, 任意の α, β に対し,

G Homeo(F )

Uα ∩ Uβ

//gg

∃Φ
αβ

77ooooooo Φαβ

が可換になるような連続写像 Φ
αβ が存在することである。

注意 2.4.26. これ以降, 構造群を持ったファイバー束といったときには, この定義の意味
であるとする。またファイバー束のファイバーは, 常に局所コンパクト Hausdorff である
と仮定する。

例 2.4.27. 例 1.2.11 の Hopf 束 S3 p−→ S2が, 上の意味で S1 を構造群に持つファイバー
束であることを確かめよう。 構造群を見つけるために, まず局所自明化写像を思い出す。

U+ = S2 − {(1, 0)}

U− = S2 − {(−1, 0)}
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2. ファイバー束と位相群

として

φ+ : p−1(U+) −→ U+ × S1

φ− : p−1(U−) −→ U− × S1

φ−1
+ : U+ × S1 −→ p−1(U+)

は次で与えられていた。

φ+(z1, z2) =

(
2|z1|2 − 1, 2z1z2,

z2
|z2|

)
φ−(z1, z2) =

(
2|z1|2 − 1, 2z1z2,

z1
|z1|

)

φ−1
+ (x, z, w) =

 zw

2
√

1−x
2

, w

√
1− x
2


よって

φ− ◦ φ−1
+ : (U+ ∩ U−)× S1 −→ (U+ ∩ U−)× S1

は

φ− ◦ φ−1
+ (x, z, w) = φ−

 zw

2
√

1−x
2

, w

√
1− x
2



=

2
|zw|2

4( 1−x2 )
− 1, 2

zw

2
√

1−x
2

w

√
1− x
2

,

zw

2
√

1−x
2∣∣∣∣ zw

2
√

1−x
2

∣∣∣∣


=

(
|z|2

1− x
− 1, z,

z

|z|
w

)
=

(
x, z,

z

|z|
w

)
で与えられている。つまり, 座標変換

Φ+− : U+ ∩ U− −→ Homeo(S1)

は Φ+−(x, z)(w) = z
|z|w で与えられる。ここで z

|z| ∈ S
1 である事に注意する。

Φ
+−

: U+ ∩ U− −→ S1

を Φ
+−

(x, z) = z
|z| で定義すれば, 次の可換図式を得る。

S1 Homeo(S1)

U+ ∩ U−

//ad(µ)
ggOOOOOOOOOΦ

+−

77ooooooo Φ+−
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2.5. 群の作用による商空間

ここで ad(µ) : S1 → Homeo(S1) は, S1 の積による S1 自身への作用から定まる準同型。
よって Hopf 束の構造群は S1 まで小さくできる。(x, z) ∈ U+ ∩ U− が動けば, z

|z| は S1 の
点全てを動くので, 構造群はこれ以上小さくできない。

一般にファイバー束が H を構造群に持ち, H がある位相群 G の部分群ならば, G もそ
のファイバー束の構造群である。 重要なのは構造群がどれだけ「小さく」取れるかという
ことである。

定義 2.4.28. ξ = (B,E, F ) を位相群 G を構造群とするファイバー束とする。 このファイ
バー束の座標変換

Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

の像が G の部分群 H に含まれるとき, ξ の構造群は H まで簡約 (reduce) できるという。

2.5 群の作用による商空間

これまで見てきたように, 位相群の作用は構造群を持ったファイバー束の定義に本質的
に現れる。 ファイバー束と位相群の関係でもう一つ重要なのは, 位相群の作用による商空
間である。

定義 2.5.1. 位相群 G が空間 X に左から作用しているとき, 集合 X/G を

X/G = {Gx | x ∈ X}

と定義する。ここで
Gx = {gx | g ∈ G} ⊂ X

であり, x の G の作用による軌道 (orbit) という。

p : X −→ X/G

を
p(x) = Gx

で与えられる写像とし, これを射影 (projection) という。
この集合 X/G に位相 O を

O = {U ⊂ X/G | p−1(U) が X で開
}

で定義する。つまり
U ⊂ X/G が開⇐⇒ p−1(U) が X で開

である。
この空間 X/G を X の G の作用による商空間 (quotient space) という。
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2. ファイバー束と位相群

注意 2.5.2. 上の定義では, G が左から作用しているのに右から割っているのは不自然に思
うかもしれない。 実際, 左作用による商空間を G\X, 右作用による商空間を X/G と書い
て区別する場合が多い。
本書ではどちらから作用しているかはあまり深く考えないので, いづれの場合も X/G で

表すことにする。

注意 2.5.3. 系2.4.5 で見たように, H が G の部分群だったら G の積により H の G への
作用が定義される。このとき G の H の作用による商空間は, (位相を忘れれば) G の部分
群 H による商集合と一致している。

商空間は, 普通は同値関係と用いて定義する。

定義 2.5.4. 位相空間 X と X における同値関係 ∼ に対し, 集合 X/∼ を

X/∼ = {[x] | x ∈ X}

で定義し, また
p : X −→ X/∼

を射影, つまり p(x) = [x] で定義される写像とする。ただし, x ∈ X に対し [x] で x の同値
類を表わす。
このとき X/∼ の位相 O を

O = {U ⊂ X/∼ | p−1(U) が X で開
}

で定義する。この位相を持った X/∼ を Xの同値関係 ∼ による商空間といい, 位相 O を商
位相または等化位相 (quotient topology) という。

定義 2.5.5. 位相群 G が空間 X に作用しているとき, X に同値関係 ∼G を次のように定め
る。x, x′ ∈ X に対し

x ∼G x′ ⇐⇒ある g ∈ G により x′ = gx

演習問題 2.5.6. ∼G が同値関係であることを示せ。

補題 2.5.7. 位相群 G が空間 X に作⽤しているとき

X/∼G
= X/G

である。

証明. x ∈ X に対し x の代表する同値類を [x] と書くと,

[x] = {x′ ∈ X | x ∼G x′}

= {gx | g ∈ G}

= Gx
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2.5. 群の作用による商空間

よって
X/∼G = {[x] | x ∈ X} = {Gx | x ∈ X} = X/G

である。

このように, X/G を X を ∼G という同値関係で割ったものと思うと,

X/G = X の中で G の作用で互いに移り合う点を同一視してできた空間

とみなせる。このように考えると, 商空間 X/G を調べるのが楽になる場合が多い。

例 2.5.8. X = S1 = {z ∈ C | |z| = 1} とし G = C2 = {e, g} を位数 2の巡回群とする。こ
こで e が G の単位元である。G の X への作用を

e · z = z

g · z = −z

により定義する。 このとき商空間 X/G が何か考えよう。
単位元でない元 g の作用によって z ∈ S1 は, その原点について対称な点 −z に移る。

−1 1

S1
+

S1
−

図 2.7: C2 の S1 への作用

よって図 2.7 のような S1 の分割

S1 = S1
+ ∪ S1

− ∪ {1} ∪ {−1}

を考えると, g の作用により S1
+ と S1

−, 1 と −1 が互いに移りあう。よって G の作用で S1
+

と S1
− がまず同一視され半円周ができ, その両端 1 と −1 を同一視する事により円周がで

きる。すなわち
S1/G ∼= S1

である。
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2. ファイバー束と位相群

これで S1/G が S1 になりそうなことはわかったのであるが, これはちゃんとした証明で
はない。正確には次のようにする必要がある。
まず写像

f : S1/G −→ S1

を f([z]) = z2 で定義する。 これが同相写像であることを言いたいのであるが, そのために
は次のことを確かめなければならない。

1. f が well-defined であること。

2. f が連続であること。

3. f が全単射であること。

4. f−1 が連続であること。

順番に確かめることにしよう。
z, z′ ∈ X が z ∼G z′ であるとすると, z = z′ または z = −z′ である。 よって f は

well-defined である。
f が連続であることを確かめるために, U を S1 の開集合とする。 f−1(U) が S1/G で開

であることを示せばよいが, そのためには S1/G の位相の定義より p−1(f−1(U)) が開であ
ることを示せばよい。 ここで

p−1(f−1(U)) = (f ◦ p)−1(U)

であり,
f ◦ p : S1 −→ S1

は
(f ◦ p)(z) = z2

で与えられているから連続, よって p−1(f−1(U)) は開であり, f が連続であることが示され
た。
ここで用いた議論は, 商空間上の写像が連続であることを示すときの基本である。 まと

めると以下のようになる。

定義 2.5.9. 写像
f : X −→ Y

は, 次の条件をみたすとき等化写像 (quotient map) と呼ばれる。

1. f は全射

2. U ⊂ Y に対し,
U が開⇐⇒ f−1(U) が開
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2.5. 群の作用による商空間

名前の通り等化位相と関係がある。

補題 2.5.10. f : X → Y が等化写像のとき, X に関係 ∼f を

x ∼f x′ ⇐⇒ f(x) = f(x′)

で定義すると, これは同値関係であり, 同相 Y ∼= X/∼f
がある。

証明. ほとんど定義そのものなので省略する。

補題 2.5.11. 次の可換図式で π は等化写像とする。

π

X

Y Z
�� ��?

??
??

??
?

f

//g

このとき g が連続であるための必要⼗分条件は f が連続であることである。

証明. 上の議論と全く同じなので省略する。

次に f が単射であることを示すために, [z], [z′] ∈ S1/G に対し f([z]) = f([z′]) であると
仮定する。すると z2 = (z′)2 となり z = ±z′ よって z ∼G z′ となる。故に, f は単射であ
る。
f が全射であることを示すために, w ∈ S1 を取る。 0 ≤ θ < 2π により w = eiθ と書ける

から, z = e
iθ
2 とおくと, z ∈ S1 であり f([z]) = w となる。これで f が全射であることが示

された。

まとめると, これまでのことで f が連続な全単射であることが示された。 あとは f−1 が
連続, つまり f が開写像または閉写像であることを示せばよいが, それには次の事実を用い
る。

補題 2.5.12. X がコンパクトであり Y が Hausdorff のとき, 任意の連続写像

f : X −→ Y

は閉写像である。 よって f が連続な全単射であれば, f は同相写像である。

演習問題 2.5.13. これを示せ。

今の場合にこの補題を使うためには S1/G がコンパクトであることを示せばよいが, そ
れは次の補題で与えられる。

補題 2.5.14. X を位相空間とし ∼ を X 上の同値関係とする。このとき X がコンパクト
なら X/∼ もコンパクトである。
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2. ファイバー束と位相群

演習問題 2.5.15. これを示せ。

以上のことで, 同相
S1/G ∼= S1

が証明された。
この例は次のように一般化される。

演習問題 2.5.16. X = S1, G = Cp = {e, g, g2, . . . , gp−1} (位数 p の巡回群) とし G の X へ
の作用を

gkx = e
2πik

p x

で定義する。このとき X/G ∼= S1 を示せ。

これらは高次元への一般化もできる。

例 2.5.17. 位数 2の群 C2 の Sn =
{
(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1

∣∣ x20 + · · ·+ x2n = 1
}
への作用を

g(x0, · · · , xn) = (−x0, · · · ,−xn)

で定義する。この作用による商空間を RPn と書き, n次元実射影空間 (real projective
space) と言う。

例 2.5.18. 例1.2.11 の時の S3 のように

S2n+1 =
{
(z0, · · · , zn) ∈ Cn+1

∣∣ |z0|2 + · · ·+ |zn|2 = 1
}

として S2n+1 を複素ベクトル空間 Cn+1 の部分空間と思う。 この時, g を Cp の生成元と
して, Cp の S2n+1 への作用を (z0, · · · , zn) ∈ S2n+1 に対し

g(z0, · · · , zn) =
(
e

2πi
p z0, · · · , e

2πi
p zn

)
で定義する。この作用による商空間を L2n+1

p と書き,レンズ空間 (lens space) と言う。

例 2.5.19. S1 の S2n+1 への作用を, ω ∈ S1, (z0, · · · , zn) ∈ S2n+1 に対し

ω(z0, · · · , zn) = (ωz0, · · · , ωzn)

で定義する。この作用による商空間を CPn と書き n次元複素射影空間 (complex projec-
tive space) という。

演習問題 2.5.20. CP1 は S2 と同相であること, すなわち

S3/S1 ∼= S2

であることを示せ。(ヒント: Hopf bundle の射影 p : S3 → S2 を使う。)
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2.5. 群の作用による商空間

RPn, CPn には別の表し方もある。 実はこちらの方が元々の射影空間の定義である。

演習問題 2.5.21. R×, C× の Rn+1 − {0}, Cn+1 − {0} への作用

R× × (Rn+1 − {0}) −→ Rn+1 − {0}

C× × (Cn+1 − {0}) −→ Cn+1 − {0}

を同じ式

ω · (x0, · · · , xn) = (ωx0, · · · , ωxn)

で定義する。
このとき, 同相

(Rn+1 − {0})/R× ∼= RPn

(Cn+1 − {0})/C× ∼= CPn

を示せ。

注意 2.5.22. 射影空間は, 商空間ではなく行列の成す空間の部分空間として表わすことも
できる。 例えば, 演習問題 2.2.37 より

RP3 ∼= SO(3)

である。より一般の射影空間については, 横田の本 [横田一71] を参照されたい。

商空間が, 非常に簡単になるときもある。

例 2.5.23. 例 2.4.11 を思い出す。

O(n) = {A ∈Mn(R) | tAA = 1n
}

Sn−1 = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x21 + · · ·+ x2n = 1
}

であり, O(n) の Sn−1 への作用

O(n)× Sn−1 −→ Sn−1

は行列とベクトルの積で与えられていたのだった。
この作用による商空間は何だろう。

まずは簡単な場合, n = 2の場合を考えることにしよう。O(2) の S1 への作用

O(2)× S1 −→ S1
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2. ファイバー束と位相群

による商空間 S1/O(2) を考える。例 2.4.13 により O(2) には

SO(2) = {A ∈ O(2) | detA = 1}

=


 cos θ − sin θ

sin θ cos θ

 ∣∣∣∣∣∣ 0 ≤ θ < 2π


が部分群として含まれていることがわかっている。
ここで演習問題 2.4.16 のように

Rθ =

 cos θ − sin θ
sin θ cos θ


とおく。
すると任意の v, w ∈ S1 に対し, v から w への角度を θ とすると

Rθv = w

となる。

Rθ

θ

vw

図 2.8: 角 θ の回転

つまり S1 の中の任意の 2点は O(2) の作用で互いに移り合う。これは S1 の全ての点が
同値であるということであり, 商空間は一点

S1/O(2) = {∗}

となる。
また上の議論をみれば O(2) の作用を SO(2) に制限した作用で, すでに

S1/SO(2) = {∗}

となることがわかる。
更に

Sn−1/SO(n) = {∗}

も成り立っているが, 詳しくは, 例 2.5.38 で述べる。
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2.5. 群の作用による商空間

この状況を一般化して次の定義を得る。

定義 2.5.24. 位相群 G が X に作用しているとき, 任意の x, y ∈ X に対し

x = gy

となる g ∈ G が存在するとき, この作用は推移的 (transitive) であると言う。

つまり G の作用が推移的であるというのは, どの2点も G の作用で互いに移り合うとい
うことである。上の例と同様の議論で次を得る。

系 2.5.25. G が X に推移的に作⽤するなら, X/G は⼀点のみから成る。

作用が推移的である典型的な例は次のものである。

命題 2.5.26. G を位相群 H をその部分群とするとき, G の G/H への作⽤

µ : G×G/H −→ G/H

を
µ(g, g′H) = gg′H

で定義する。もし µ が連続ならば, これは推移的な作⽤である。

演習問題 2.5.27. これを示せ。

ここで「もし µ が連続ならば」という条件が付いていることを不思議に思った読者もい
るかもしれない。一般には µ は連続かどうか分らないのである。それを見るために, 次の
図式を考える。

G×G G

G×G/H G/H
��
1G×p

//µ

��
p

//µ

p ◦ µ は連続だから, 1G × p が等化写像なら補題 2.5.11 より µ も連続になる。p も 1G も
等化写像なのだから, 1G × p も等化写像になりそうなものであるが, 一般にはそれはウソで
ある。

例 2.5.28. Q を R の部分空間として位相空間とみなす。Q の部分集合 N を一点と同一視
する同値関係を ∼N とし, 等化写像 p : Q → Q/∼N を考える。このとき, 1Q × p : Q × Q →
Q× (Q/∼N) は等化写像ではない。詳しくは Munkres の本 [Mun00] の p. 143 Example 7
を参照のこと。

もちろん, このような変なことが起きるのは特殊な場合であり, 少し条件をつけると
1G× p は等化写像になる。 その条件を考えるために, 小松と中岡と菅原の本 [小中菅67] か
ら次の事実を引用しよう。
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2. ファイバー束と位相群

定理 2.5.29. f : X → Y を等化写像とする。f−1(f(V )) = V をみたす任意の開集合 V ⊂ X
と任意の x ∈ V に対し, X の開集合 U で次の条件をみたすものが存在すると仮定する:

1. x ∈ U ,

2. U = f−1(f(U)),

3. U はコンパクトかつ U ⊂ V

このとき, 任意の等化写像 g : X ′ → Y ′ に対し

f × g : X ×X ′ −→ Y × Y ′

は等化写像である。

証明. 小松, 中岡, 菅原の [小中菅67] の p.2 定理 1.4 参照のこと。

これを用いると, 次の二つの有用な事実が証明できる。

演習問題 2.5.30. X をコンパクト, Y を Hausdorff とし, f : X → Y を連続な全射とす
る。このとき任意の等化写像 g : Z →W に対し

f × g : X × Z −→ Y ×W

は等化写像になることを示せ。

演習問題 2.5.31. X を局所コンパクト Hausdorff とする。このとき任意の等化写像
f : Y → Z に対し

1X × f : X × Y −→ X × Z

は等化写像であることを示せ。

これらの演習問題の結果を認めれば, G がコンパクトで G/H が Hausdorff, または G が
局所コンパクト Hausdorff ならば G の G/H への作用は連続である。ここで, 例え G が
Hausdorff でも G/H は Hausdorff になるとは限らないことに注意する。

演習問題 2.5.32. R/Q は Hausdorff ではないことを示せ。

演習問題 2.5.33. G が位相群で H がその閉部分群なら G/H は Hausdorff であることを
示せ。

逆に, たいていの空間 X と位相群 G に対し, 作用が推移的ならば X は G/H という形
になっている。
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2.5. 群の作用による商空間

定理 2.5.34. G をコンパクト位相群, X を Hausdorff 空間とし

µ : G×X −→ X

が推移的な作⽤であるとする。また, x0 ∈ X に対し H = {g ∈ G | gx0 = x0} とおく。す
ると次が成り⽴つ。

1. H は G の閉部分群である。

2. φ(gH) = gx0 で定義される写像

φ : G/H −→ X

は同相写像になる。

3. 図式
G×X X

G×G/H G/H

//µ

OO

1G×φ

//
µG/H

OO

φ

は可換になる。ここで µG/H は命題 2.5.26 で与えられている作⽤である。

注意 2.5.35. つまり, G の X への作用が推移的である時, X はG の作用も込めて G/H と
同一視できるということである。

定理 2.5.34 の証明. 1. まず H が閉部分群であることを示す。

φ : G −→ X

を φ(g) = gx0 で定義する。明らかに φ は連続である。 そして

H = φ−1({x0})

仮定より X は Hausdorff だから一点は閉集合, よって H は G の閉集合となる。次
に h, h′ ∈ H なら

(hh′)x0 = h(h′x0) = hx0 = x0

であり, hh′ ∈ H となる。 また h ∈ H に対し, hx0 = x0 より h−1(hx0) = h−1x0 であ
り, x0 = h−1x0 となる。 よって h−1 ∈ H であり, H は G の部分群である。

2. H の定義から φ が well-defined であることは容易にわかる。 次に φ が同相である
ことを示すために, まず φ が全単射であることを示す。

仮定より G の作用は推移的だから, 任意の x ∈ X に対し gx0 = x となる g ∈ G が存
在する。この g に対して

φ(gH) = gx0 = x
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2. ファイバー束と位相群

よって φ は全射である。

単射であることを示すために

φ(gH) = φ(g′H)

と仮定する。すると

gx0 = g′x0

x0 = g−1g′x0

よって g−1g′ ∈ H であり gH = g′H。ゆえに φ は単射である。

連続性は, φ = φ ◦ p であること

G

G/H X

���
� �
��
� �

p

��?
??

??
??

??
?

φ

//φ

と φ が連続であること, そして p が等化写像であることから, 補題 2.5.11 を用いて
示される。

あとは φ−1 が連続であることであるが, それは補題 2.5.12 と補題 2.5.14 により証
明できる。

3. 最後に図式が可換になることであるが, これは面白くないので省略する。

定義 2.5.36. 上の定理に現れた部分群 H = {g ∈ G | gx0 = x0} を G の x0 での isotropy
subgroup と言い, Isox0(G) と書く。

もう一度例 2.4.11 に戻ろう。 この定理を使ってみたいのであるが, そのために次の事
実が必要である。

命題 2.5.37. O(n) は, コンパクトな位相群である。

証明. 位相群であることは, §2.2 の演習問題 2.2.13 でわかっている (はずである)。
O(n) ⊂ Mn(R) ∼= Rn2 であるので, コンパクトであることを示すには, O(n) が Rn2 の有界
閉集合であることを示せばよい。 A ∈ O(n) に対し A = (aij) と書いたとき t

A = (bij) とお
く。 A

t
A = En より

n∑
j=1

aijbjk =

1 i = k

0 i ̸= k
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bij = aji より

n∑
j=1

aijakj =

1 i = k

0 i ̸= k

特に各 i について
n∑
j=1

a2ij = 1

よって
n∑

i,j=1

a2ij = n

となる。つまり O(n) は, Rn2 の中の原点を中心とする半径 √n の球面に含まれるので有界
である。

また f(A) = A
t
A で定まる写像

f :Mn(R) −→Mn(R)

は連続であり O(n) = f−1({En}) である。Mn(R) = Rn2 は Hausdorff なので一点 {En} は
閉集合, ゆえに O(n) も閉集合である。

例 2.5.38. 例 2.4.11 では O(n) の Sn−1 への作用は行列とベクトルの積で定義されてい
た。

µ : O(n)× Sn−1 −→ Sn−1

(A, v) 7−→ µ(A, v) = Av

Sn−1 は Hausdorff 空間 Rn の部分空間として Hausdorff であり, 上の命題より O(n) はコ
ンパクトである。 よって定理 2.5.34 を適用するためには, この作用が推移的であること
を確かめればよい。

v ∈ Sn−1 に対し v を含む Rn の正規直交基底

{a1, a2, · · · , an−1, an = v}

を取り, これを行ベクトルとする行列を作る。

A =


t
a1
...
t
an


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2. ファイバー束と位相群

ここで a1, · · · , an は縦ベクトルつまり 1× n 行列とみなしている。すると

A
t
A =


t
a1
...
t
an

 (a1, · · · , an)

=



t
a1a1

t
a1a2 · · · t

a1an

t
a2a1

. . . t
a2an

... . . . ...
t
ana1

t
ana2 · · · t

anan


となる。{a1, · · · , an} は正規直交基底であり t

aiaj は ai と aj の内積だから

t
aiaj =

 1 i = j

0 i ̸= j

よって
A
t
A = 1n

となり A ∈ O(n) である。この行列 A を用いれば

Av =


t
a1v

...
t
anv

 =


t
a1an
...

t
anan

 =


0

...
0

1


つまり

en =


0

...
0

1


とおくと, 任意の点 v ∈ Sn−1 に対し A ∈ O(n) が存在し Av = en である。別の点 u ∈ Sn−1

に対しても Bu = en となる B ∈ O(n) を取れば,

A−1Bu = A−1en = v

となり A−1B ∈ O(n) である。故に O(n) の Sn−1 への作用は推移的である。

定理 2.5.34 により, v ∈ Sn−1 の isotropy subgroup

Isov(O(n)) = {A ∈ O(n) | Av = v}
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に対し, 同相

Sn−1 ∼= O(n)/Isov(O(n))

を得る。Isov(O(n)) を具体的に書き表すために特別な v ∈ Sn−1 を取ろう。これまでの計
算から v = en と取るのが良さそうである。このとき A = (aij) ∈ Isoen(O(n)) とすると,
Aen = en, つまり 

a11 · · · a1n
... . . . ...

an−11 · · · an−1n

an1 · · · ann




0

...
0

1

 =


0

...
0

1


より 

a1n
...

an−1n

ann

 =


0

...
0

1


となる。よって

A =


a11 · · · a1n−1 0

... . . . ...
...

an−11 · · · an−1n−1 0

an1 · · · ann−1 1


である。 また A

t
A = En より


a11 · · · a1n−1 0

... . . . ...
...

an−11 · · · an−1n−1 0

an1 · · · ann−1 1




a11 · · · an−11 an1
... . . . ...

...
a1n−1 · · · an−1n−1 ann−1

0 · · · 0 1

 =


1 0 · · · 0

0
. . . ...

... . . . 0

0 · · · 0 1


であるから, a2n1 + · · ·+ a2nn−1 + 1 = 1 である。よって

an1 = · · · = ann−1 = 0
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であり,

A =


0

A′ ...
0

0 · · · 0 1



と書ける。ここで A′ =


a11 · · · a1n
... . . . ...

an−11 · · · an−1n−1

 とおいた。A
t
A = En より A′tA′ =

En−1 は容易にわかる。つまり A ∈ Isoen(O(n)) ならば, A′ ∈ O(n− 1) により

A =


0

A′ ...
0

0 · · · 0 1


と表せることが分かった。逆に A′ ∈ O(n− 1) ならば

0

A′ ...
0

0 · · · 0 1

 ∈ Isoen(O(n))

は明らか。これは対応

A′ 7−→


0

A′ ...
0

0 · · · 0 1


により O(n− 1) を O(n) の部分群と考えたとき位相群の同型 Isoen(O(n)) ∼= O(n− 1) が得
られることを示している。故に同相

Sn−1 ∼= O(n)/O(n− 1)

を得る。

この例では, 特別な元 en ∈ Sn−1 を選び, isotropy subgroup Isoen(O(n)) を考えた。特
別な元について調べるだけでよいことは, 次の事実で保証されている。

演習問題 2.5.39. 位相群 G が位相空間 X に推移的に作用しているとする。このとき, 任
意 の x, y ∈ X に対し, Isox(G) と Isoy(G) は G の中で共役な部分群であることを示せ。
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2.5. 群の作用による商空間

演習問題 2.5.40. ユニタリ群

U(n) = {A ∈Mn(C) | A
t
A = En

}
と

S2n−1 =
{
(z1, · · · , zn) ∈ Cn

∣∣ |z1|2 + · · ·+ |zn|2 = 1
}

について同様のことを示せ。つまり行列の積で U(n) を S2n−1 に作用させるとき

• U(n) はコンパクト,

• U(n) の S2n−1 への作用は推移的,

• U(n)/U(n− 1) ∼= S2n−1

を示せ。

さて, 位相群 G とその閉部分群 H に対し, 射影

G −→ G/H

は H をファイバーとするファイバー束になっていることが多い。
例として

O(n) −→ O(n)/O(n− 1) ∼= Sn−1

を考える。ここで同相写像 O(n)/O(n− 1) ∼= Sn−1 の定義より, 上の合成

p : O(n) −→ Sn−1

は p(A) = Aen で与えられていることに注意しておく。

命題 2.5.41. en =
t
(0, · · · , 0, 1) とし p(A) = Aen で定まる写像

p : O(n) −→ Sn−1

は O(n− 1) をファイバーとするファイバー束である。

証明. 局所自明化を見つけなければならない。アイデアは以下の通りである。

Step 1 Sn−1の開被覆 {Uα} と連続写像

sα : Uα −→ p−1(Uα)

で p ◦ sα = 1Uα となるものを見つける。

Step 2 各 α に対し φα(A) = (p(A), sα(p(A))
−1A) により

φα : p−1(Uα) −→ Uα ×O(n− 1)

を定義する。
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Step 3 φα が同相写像であることを示すために, 写像

ψα : Uα ×O(n− 1) −→ p−1(Uα)

を ψα(x,A) = sα(x)A で定義し, これが φα の逆写像になっている事を示す。

Step 1は後回し。
Step 2: まず

φα : p−1(Uα) −→ Uα ×O(n− 1)

を φα(A) = (p(A), sα(p(A))
−1A) で定義したとき, これが well-defined で連続であること

を確かめなければならない。 sα の連続性より Uα × O(n) への写像としての連続性は明ら
か。 sα(p(A))

−1A ∈ O(n − 1), つまり sα(p(A))
−1A ∈ Isoen(O(n)) を示すため sα(p(A))en

と Aen を比べる。p の定義と p ◦ sα = 1Uα より

sα(p(A))en = p(sα(p(A))) = p(A) = Aen

ゆえに sα(p(A))
−1Aen = en であり,

sα(p(A))
−1A ∈ O(n− 1) = Isoen(O(n))

となる。
Step 3: ψα の連続性は明らか。

p(ψα(x,A)) = sα(x)Aen = sα(x)en = p(sα(x)) = x

より ψα(x,A) ∈ p−1(Uα) であることがわかる。
(x,A) ∈ Uα ×O(n− 1) に対し

φα ◦ ψα(x,A) = φα(sα(x)A)

= (p(sα(x)A), sα(p(sα(x)A)
−1sα(x)A))

ここで A ∈ O(n− 1) = Isoen(O(n)) より

p(sα(x)A) = sα(x)Aen

= sα(x)en

= p(sα(x)) = x

よって

φα ◦ ψα(x,A) = (x, s−1
α sα(x)A)

= (x,A)
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また A ∈ p−1(Uα) に対し,

ψα ◦ φα(A) = ψα(p(A), sα(p(A))
−1A)

= sα(p(A))sα(p(A))
−1A

= A

ゆえに φα は同相写像である。
Step 1: Sn−1 の開被覆として

U+ = Sn−1 − {en}

U− = Sn−1 − {−en}

をとる。まず
s+ : U+ −→ p−1(U+)

を, x = (x1, · · · , xn) ∈ U+ に対し,

s+(x) =



1− x1x1

1−xn
− x1x2

1−xn
· · · −x1xn−1

1−xn
x1

− x2x1

1−xn
1− x2x2

1−xn
x2

... . . . ...
−xn−1x1

1−xn
1− xn−1xn−1

1−xn
xn−1

x1 x2 · · · xn−1 xn


と定義する。このとき, s+(x) ∈ O(n) であることは演習問題とする。
容易に計算でわかるように

p ◦ s+(x) = s+(x)en = x

であり, よって s+ は条件を満たす。s− は s+ から作る。まず

C =



−1
1 0

. . .
0 1

−1


と置いて, x ∈ U− に対し

s−(x) = C−1s+(Cx)

と置けば良い。

演習問題 2.5.42. 上の証明の中で後回しにした s+(x) ∈ O(n) を示せ。 またどのようにし
て写像 s+を見つけたかを考えよ。
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上の命題の証明で, いきなり
sα : Uα −→ p−1(Uα)

で p ◦ sα = 1Uα である写像が出てきたのを不思議に思うかもしれないが, これは次の群論
(?) からの事実をヒントにしている。

補題 2.5.43. G を群とし H をその部分群とする。

p : G −→ G/H

を射影としたとき, 写像
s : G/H −→ G

で p ◦ s = 1G/H であるものに対し, φ(g) = (p(g), s(p(g))−1g) で定義される写像

φ : G −→ G/H ×H

は, 集合としての全単射である。
また G が位相群で s が連続なら, φ は同相写像である。

証明. 命題 2.5.41 の証明と同じ。

定義 2.5.44. 連続写像
p : E −→ B

に対し, 連続写像
s : B −→ E

で p ◦ s = 1B であるものを p の 切断, あるいは断⾯ (cross-section) という。

上の補題は, p : G→ G/H が切断を持てば, これは自明なファイバー束になると言ってい
る。命題 2.5.41 でファイバー束になることを示すためには, 全体でなく, 局所的に自明に
なっていることを示せばよかったのだから, 「局所的な切断」, つまり p ◦ s± = 1U± となる
写像 s± : U± → p−1(U±) さえあればよかったのである。 これを一般化して次の定義を得
る。

定義 2.5.45. p : E → B を連続写像とする。このとき p が局所切断 (local cross-section)
を 持つとは, 任意の x ∈ B に対しその開近傍 Ux と連続写像

sx : Ux −→ p−1(Ux)

で p ◦ sx = 1Ux となるものが存在することである。

命題 2.5.41 の証明はそのまま次の定理に一般化できる。
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定理 2.5.46. G を位相群, H をその部分群とする。もし射影 p : G → G/H が局所切断を
持つなら, これはファイバーが H のファイバー束になる。

演習問題 2.5.47. O(n)→ O(n)/O(n− 1) の場合を一般化してこの定理を証明せよ。

注意 2.5.48. 命題 2.5.41 は横田の本 [横田一71] に依った。 関連した構成などが詳しく
書いてあるので, 興味を持った読者には, この本を一読することをお勧めする。

注意 2.5.49. たいていの位相群 G とその閉部分群 H に対し射影 G→ G/H は局所切断を
持つ, よってファイバー束である。例えば G が Lie群なら良い。 証明については, 例えば,
戸田と三村の本 [戸三78] p.41 の定理5.17を見ると良い。

2.6 主束

G を位相群, H をその部分群とし, 射影 p : G→ G/H が局所切断を持つと仮定する。こ
のとき前節の結果より, p : G → G/H はファイバー束である。このファイバー束の構造群
を調べてみよう。

ファイバー束
p : G −→ G/H

の座標変換は局所切断で与えられていた。 Uα, Uβ ⊂ G/H を開集合で Uα ∩Uβ ̸= ϕ である
ものとし,

sα : Uα −→ p−1(Uα)

sβ : Uβ −→ p−1(Uβ)

を局所切断とする。

φα : p−1(Uα) −→ Uα ×H

φβ : p−1(Uβ) −→ Uβ ×H

を局所切断 sα, sβ により定義される局所自明化とすると, x ∈ Uα ∩ Uβ, h ∈ H, y ∈
p−1(Uα ∩ Uβ) に対し

φ−1
α (x, h) = sα(x)h

φβ(y) = (p(y), sβ(p(y))
−1y)

よって

φβ ◦ φ−1
α (x, h) = φβ(sα(x)h)

= (p(sα(x)h), sβ(p(sα(x)h))
−1sα(x)h)

= (x, sβ(x)
−1sα(x)h)
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2. ファイバー束と位相群

つまり座標変換
Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ Homeo(H)

は
Φαβ(x)(h) = sβ(x)

−1sα(x)h

で与えられる。
ad(µH) : H −→ Homeo(H)

を H の積による自分自身への作用の adjoint とし,

Φ
αβ

: Uα ∩ Uβ −→ H

を Φ
αβ

(x) = sβ(x)
−1sα(x) で定義すると, 図式

H Homeo(H)

Uα ∩ Uβ

//ad(µH)

ggOOOOOOOOOΦ
αβ

77ooooooo Φαβ

は可換になる。これは構造群が H でありそのファイバーへの作用が H の積で与えられて
いることを示している。

以上のことをまとめると次の定理を得る。

定理 2.6.1. G を位相群, H をその部分群とし, 射影 p : G → G/H が局所切断を持つとす
る。 このときファイバー束 G→ G/H は構造群もファイバーも共に H であり構造群のフ
ァイバーへの作⽤は H の積

H ×H −→ H

で与えられている。

例によって, この状況を一般化する。

定義 2.6.2. G を位相群とする。ファイバー束 p : E → B でファイバーと構造群が共に
G であり, 構造群のファイバーへの作用が G の積で与えられている時, これを主 G 束
(principal G-bundle) という。

この定義を用いて上の定理を言い替えると次のようになる。

系 2.6.3. G が位相群, H がその部分群で射影 p : G → G/H が局所切断を持てば, これは
主 H 束になる。

系 2.6.4. 射影 O(n)→ O(n)/O(n− 1) と例 2.5.38 で得られた同相写像 O(n)/O(n− 1) ∼=
Sn−1 の合成により得られる写像 O(n)→ Sn−1 は主 O(n− 1) 束である。
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この他にも, これまで見てきた例の中にすでに主束は幾つも現れている。 例えば, 例
2.4.27 でみたように。

例 2.6.5. Hopf 束
p : S3 −→ S2

は主 S1 束である。

次に主束と一般のファイバー束の関係を見てみよう。

例 2.6.6. G = S1 = {z ∈ C | |z| = 1}, H = C2 = {1,−1} ⊂ G とすると, 例 2.5.8 により
S1/C2

∼= S1, よって主C2束
p : S1 −→ S1/C2

∼= S1

を得る。この写像 p は, 円周 S1 を真ん中でひねってから折り畳む写像である。

図 2.9: ひねって折り畳む

別の絵では, 図 2.10 のようになる。 この絵に線分を貼り付けると, 図 2.11 のように

↓

図 2.10: Möbiusの帯の境界

Möbiusの帯ができてしまう。
逆に, Möbiusの帯から中身を抜くと上の主 C2 束ができる。 ここで注意するのは,

Möbiusの帯も構造群が C2 であり底空間が S1 である事である。
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2. ファイバー束と位相群

↓

図 2.11: 図 2.10に線分を貼り付ける

そこでより一般に, 同じ底空間を持つ主 G 束と構造群が G のファイバー束の間に同様の
対応があると考えられる。 それを調べるためファイバー束の定義に戻って考える。

p : E → B が構造群 G, ファイバー F のファイバー束なら, B の 開被覆 {Uα} と局所自
明化

φα : p−1(Uα)
∼=−→ Uα × F

があり, 座標変換は
Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

の形である。言い替えれば, ファイバー束は自明なファイバー束 Uα ×F を座標変換の写像

Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ G

により張り合わせたものと考えられる。まとめれば, 次のようになる。

構造群 G, ファイバー F のファイバー束 p : E → Bは, 以下のデー
タで決まる:

1. B の開被覆 {Uα}

2. 写像 Φαβ : Uα ∩ Uβ → G

3. G の F への作用, つまり連続な準同型 G→ Homeo(F )

一方, 主G束の場合, 構造群もファイバーも G で, 構造群 G のファイバーとしての G へ
の作用は G の積で与えられている。 つまり, 上の一般のファイバー束の場合の最後のデー
タ G→ Homeo(G) は初めから決まっているのである。よって, 次のようにまとめられる。
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2.6. 主束

主G束 p : P → Bは, 以下のデータで決まる。

1. B の開被覆 {Uα}

2. 写像 Φαβ : Uα ∩ Uβ → G

すると一般の構造群 G を持つファイバー束 E → B から最初の二つのデータを用いるこ
とにより, 主 G 束ができる。
逆 にP → B が主 G 束のときには, 一般のファイバー束の場合の三番目のデータ, つまり

G の空間 F への作用を与えれば, F をファイバー, G を構造群とするファイバー束が作れ
る。
以上をまとめると, 次のようになる。

事実 2.6.7. G を位相群とし G の空間 F への作⽤を⼀つ固定する。もし, その作⽤を表わ
す写像 G→ Homeo(F ) が単射¹なら, 上の構成により次の⼀対⼀対応がある。

{B 上の主 G 束} ←→ {B 上のファイバーが F で構造群が G のファイバー束}

この対応は, 局所自明化を使っているので非常に煩雑である。 また数学的に厳密に定義
されたわけではない。 正確には, 同型類の間の対応として述べなければならないが, ファ
イバー束の同型の定義は, 次章にならないと登場しないので, このような曖昧な述べ方にな
ったのである。 しかし, 上の「−→」にはもっと単純でちゃんとした構成法がある。 それ
をより詳しく調べることにしよう。
まず主 G 束の全空間を G が作用する空間として考える。

定義 2.6.8. p : P → B を主 G 束とする。G の右からの P への作用

P ×G −→ P

を, 局所自明化を用いて次のように定める: {φα : p−1(Uα) → Uα ×G}α∈A を局所自明化と
する。x ∈ P, g ∈ G に対し x ∈ p−1(Uα) の時, φα(x) = (p(x), φα(x)) と書き,

x · g = φ−1
α (φα(x)g) = φ−1

α (p(x), φα(x)g)

で g の x への作用を定義する。図式で描けば, 作用 p−1(Uα)×G→ p−1(Uα) は, 次の合成
で与えられる。

p−1(Uα)×G
φα×id−→ (Uα ×G)×G = Uα × (G×G) id×µ−→ Uα ×G

φ−1
α−→ p−1(Uα)

P =
∪
α∈A p

−1(Uα) なので, これで

P ×G −→ P

が定まる。
¹このような作用を, 忠実な (faithful) 作用という。
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2. ファイバー束と位相群

補題 2.6.9. 上の定義は well-defined である。つまり x ∈ p−1(Uα) ∩ p−1(Uβ) のとき, φα
と φβ を⽤いた⼆通りの x · g の定義があるが, それらは⼀致する。

証明. x ∈ p−1(Uα) ∩ p−1(Uβ), g ∈ G とする。

φα : p−1(Uα) −→ Uα ×G

φβ : p−1(Uβ) −→ Uβ ×G

を局所自明化写像とし,

φα(x) = (p(x), φα(x))

φβ(x) = (p(x), φβ(x))

と書く。上の定義により, p−1(Uα) 上では, x · g = φ−1
α (p(x), φα(x)g) であり, p−1(Uβ) 上で

は, x · g = φ−1
β (p(x), φβ(x)g) となる。よって

φβφ
−1
α (p(x), φα(x)g) = (p(x), φβ(x)g)

を示せば良い。ところが Φαβ : Uα ∩ Uβ → G を座標変換とするとき, 定義より (y, h) ∈
(Uα ∩ Uβ)×G に対し

φβφ
−1
α (y, h) = (y,Φαβ(y)h),

すなわち
φβφ

−1
α (p(x), φα(x)g) = (p(x),Φαβ(p(x))φα(x)g)

であり,
φβ(x) = Φαβ(p(x))φα(x)

を示せば良い。しかし, これは

φβφ
−1
α (p(x), φα(x)) = φβφ

−1
α φα(x) = φβ(x) = (p(x), φβ(x))

φβφ
−1
α (p(x), φα(x)) = (p(x),Φαβ(p(x))φα(x))

よりわかる。

また上の定義が作用になっていることと, その作用が連続であることも確かめなければ
ならないが, それはすぐわかるので読者の演習問題とする。 特に連続性については次の事
実からわかる。

補題 2.6.10. 位相空間 X から Y への写像 f : X → Y を考える。 X の開被覆

X =
∪
α∈A

Uα

で, f の各 Uα への制限 f |Uα が連続であるものが存在するなら f は連続である。
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演習問題 2.6.11. これを証明せよ。

注意 2.6.12. 上の G の作用は, 局所自明化写像

φα : p−1(Uα) −→ Uα ×G

が G の作用と可換になるように定義したものである。ただし G の Uα ×G への作用は

(x, h) · g = (x, hg)

で与えられるものである。

P に G が作用しているのだから, その商空間 P/G が考えられる。 ここで少し寄り道を
して, P/G について考えてみよう。

定理 2.6.13. p : P → B を主 G 束とする。p は同相写像

p̄ : P/G
∼=−→ B

を誘導する。また次の図式は可換となり, 射影 π : P → P/G はファイバー束の射影
p : P → B と同⼀視される。

P P

P/G B

��

π

//=

��

p

//p̄

(2.5)

証明. まず写像 p̄ : P/G→ B を
p̄([x]) = p(x)

で定義する, ここで [x] は x ∈ P の P/G における同値類である。 これが定理の条件を満
たす同相写像であることを示すためには, 次のことを確かめる必要がある。

1. p̄ が well-defined

2. p̄ が連続

3. p̄ は全単射

4. p̄ が開写像

5. p̄ は図式 (2.5) を可換にする

p̄ が well-defined であることを示すために, [x] = [y] つまり x = yg である g ∈ G が存在
すると仮定する。p(y) の近傍 Uα での局所自明化を

φα = p× φα : p−1(Uα) −→ Uα ×G

83



2. ファイバー束と位相群

とおくと, yg の定義より
yg = φ−1

α (p(y), φα(y)g)

また局所自明化写像の定義より

p−1(Uα) Uα ×G

Uα
$$J

JJ
JJ
p

oo φ−1
α

zzttt
ttt
pr1

は可換である, ここで pr1 は第一座標への射影である。よって

p(x) = p(yg) = p ◦ φ−1
α (p(y), φα(y)g) = pr1(p(y), φα(y)g) = p(y)

であり p̄ は well-defined である。
p̄ が図式 (2.5) を可換にすることは明らか。 p̄ の連続性は, その (2.5) の可換性と補題

2.5.11 より得られる。
次に p̄ が全単射であることを示す。p が全射なので (2.5) の可換性より p̄ が全射である

ことはすぐわかる。x, y ∈ P を取り, p̄([x]) = p̄([y]) であると仮定する。つまり p(x) = p(y)

とする。b = p(x) = p(y) と置き, b の近傍での局所自明化

φα = p× φα : p−1(Uα) −→ Uα ×G

を取る。 g = φα(y)
−1φα(x) とおけば,

φα(yg) = (p(yg), φα(yg)) = (p(y), φα(y)g) = (b, φα(x)) = φα(x)

φα は同相なので, x = yg, よって [x] = [y] となる。
最後に p̄ が開写像であることであるが, それは次の一般的な事実から分る。

演習問題 2.6.14. 任意のファイバー束

p : E −→ B

に対し p は等化写像²であることを示せ。

例 2.6.15. Hopf 束
p : S3 −→ S2

は主 S1 束であったから, 上の定理より S1 が S3 に作用していて, その商空間が S2 になっ
ているはずである。 これを確かめよう。
例 1.2.11 によると

U+ = S2 − {(1, 0)}

U− = S2 − {(−1, 0)}

²実は, p は開写像になる。
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として, 局所自明化

φ+ : p−1(U+) −→ U+ × S1

φ− : p−1(U−) −→ U− × S1

は次で与えられていた。

φ+(z1, z2) =
(
2|z1|2 − 1, 2z1z2,

z2
|z2|

)
φ−(z1, z2) =

(
2|z1|2 − 1, 2z1z2,

z1
|z1|

)
定義 2.6.8 によると Hopf 束の構造群 S1 の全空間 S3 への作用は, 次で与えられる:
x ∈ p−1(U±), w ∈ S1 に対し

x · w = φ−1
± (p(x), φ±(x)w)

ただし φ± は
φ±(x) = (p(x), φ±(x))

で定義されていた。
ここで x · w を x ∈ p−1(U+) の時に具体的に計算してみよう。 x = (z1, z2) ∈ C2 と書く

と
φ+(z1, z2) =

z2
|z2|

であり

φ−1
+ (x, z, w) =

 zw

2
√

1−x
2

, w

√
1− x
2


である。よって (z1, z2) ∈ p−1(U+), w ∈ S1 に対し

(z1, z2) · w = φ−1
+ (p(z1, z2), φ+(z1)w)

= φ−1
+

(
2|z1|2 − 1, 2z1z2,

z2
|z2|w

)
=

 2z1z2
z2
|z2|w

2
√

1−(2|z1|2−1)
2

,
z2
|z2|

w

√
1− (2|z1|2 − 1)

2


=

(
z1|z2|w√
1− |z1|2

,
z2
|z2|

w
√
1− |z1|2

)
= (z1w, z2w)

つまり S1 の p−1(U+) への作用は, それぞれの座標への複素数の積で与えられている。同
様にして, S1 の p−1(U−) への積も同じ式で与えられていることがわかる。
これはまさに例 2.5.19 の作用である。 よって複素射影空間の定義より

S3/S1 = CP1
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2. ファイバー束と位相群

である。一方
S3/S1 ∼= S2

のはずだから
CP1 ∼= S2

という同相を得る。

上の定理により主 G 束 p : P → B のファイバー束の構造と G の P への作用とが深く関
係していることがわかる。
本題に戻って, もう一度, 事実 2.6.7 の内容を思い出しておくと,

(主 G 束)+ (G の F への作用) = (構造群が G でファイバーが F のファイバー束)

であった。つまり, 主 G 束 P → B と G の作用する空間 F が与えられたとき, G の P と
F への作用から G を構造群, F をファイバーとするファイバー束が得られるはずであり,
その簡潔な構成法を考えていたのだった。具体的には, 定義 2.6.8 で定義した作用を用い,
次のようにすればよい。

定義 2.6.16. G を位相群とし, G が位相空間 P と F にそれぞれ右と左から連続に作用し
ているとする。このとき G の P × F への左からの作用

µ : G× (P × F ) −→ P × F

を µ(g, x, y) = (xg−1, gy) で定義する。
この作用による商空間を P ×G F と書く。また (x, y) ∈ P × F の代表する P ×G F の元

を [x, y] と書く。

演習問題 2.6.17. これが群の作用になっていることを確かめよ。また µ(g, x, y) = (xg, gy)

ではどうしてダメなのか考えよ。

定理 2.6.18. p : P → B を主 G 束とし, 空間 F に G が左から作⽤しているとする。この
とき

p̄ : P ×G F −→ B

を p̄([x, y]) = p(x) で定義すれば, これはファイバー F , 構造群 G のファイバー束になる。
更に, 事実 2.6.7 の対応

{B上の主 G 束} −→ {B 上のファイバーが F で構造群が G のファイバー束}

は
(P −→ B) 7−→ (P ×G F −→ B)

で与えられる。
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証明. 主 G 束 p : P → B の局所自明化写像を

{φα : p−1(Uα) −→ Uα ×G}

とする。これを元に p̄ : P ×G F → B の局所自明化写像

{ψα : p̄−1(Uα) −→ Uα × F}

を作りたい。まず

p̄−1(Uα) = {[x, y] ∈ P ×G F | p̄([x, y]) ∈ Uα}

= {[x, y] ∈ P ×G F | p(x) ∈ Uα}

= p−1(Uα)×G F

である。よって写像

p̄−1(Uα) = p−1(Uα)×G F
φα×Gid−→ (Uα ×G)×G F

を得る。

補題 2.6.19. [(x, g), y] を (x, gy) に写す写像, つまり

1Uα × µ : (Uα ×G)×G F −→ Uα × F

は同相写像である。だだし µ は G の F への作⽤である。

証明. (x, y) 7−→ [(x, e), y] が逆写像である。

そこで ψα : p̄−1(Uα)→ Uα × F を次の合成で定義する。

p̄−1(Uα) = p−1(Uα)×G F
φα×Gid−→ (Uα ×G)×G F

id×µ−→ Uα × F

φα も 1Uα × µ も同相写像なので ψα も同相写像である。 ψα が次の図式を可換にすること
もすぐ分かる。

p̄−1(Uα) Uα × F

Uα

//ψα

$$J
JJ

JJ

p̄ zzttt
ttt
pr1

以上により p̄ : P ×G F → B はファイバー束になる。
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次に構造群を決定するため座標変換を考える。 (x, y) ∈ (Uα ∩ Uβ)× F に対し,

ψβ ◦ ψ−1
α (x, y) = ψβ ◦ (φ−1

α ×G id) ◦ (id× µ)−1(x, y)

= ψβ ◦ (φ−1
α ×G id)(x, e, y)

= ψβ(φ
−1
α (x, e), y)

= (id× µ) ◦ (φβ ×G id)(φ−1
α (x, e), y)

= (id× µ)(φβ ◦ φ−1
α (x, e), y)

= (id× µ)(x,Φαβ(x)e, y)

= (x,Φαβ(x)y)

ここで Φαβ : Uα ∩ Uβ → G は p : P → B の座標変換である。よって p̄ : P ×G F → B の座
標変換も同じ写像 Φαβ で与えられ, G を構造群に持つ。
これまでの議論により対応

(P −→ B) 7−→ (P ×G F −→ B)

はP → B の座標変換を使い F を張り付けて得られる。これは, 事実 2.6.7 の対応そのも
のである。

上の定理を Möbius の帯について確かめよう。

例 2.6.20. 例 2.6.6 の主 C2 束

p : S1 −→ S1/C2
∼= S1

を考える。具体的には S1 =
{
z ∈ C

∣∣ |z|2 = 1
}
であり p(z) = z2 で与えられている。C2 =

{1,−1} の全空間 S1 への作用は複素数としての積で与えられている。
一方 C2 の [−1

2 ,
1
2 ] への作用は, 実数の積

1 · t = t

(−1) · t = −t

で与えられている。上の定理によれば

S1 ×C2 [
1
2 ,

1
2 ] =M （Möbiusの帯）

であるはずである。それを確かめよう。つまり, S1 × [−1
2 ,

1
2 ] に C2 の作用を

(−1)(z, t) = (−z,−t)

で定めたときその商空間が, Möbiusの帯であることを示したいのである。
例 1.2.1 の 4 のときのように, 円周を図 2.12 のように分ける。 それに従って円筒
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図 2.12: 円周の分割

図 2.13: 円筒の分割

S1 × [−1
2 ,

1
2 ] の分割を図 2.13 のように得る。 C2 の作用により, 左半分と右半分が同一視

され, 境界にある二つのファイバーも上下逆になりながら同一視される。 よってできた空
間は Möbiusの帯である。
実際には S1 ×C2 [− 1

2 ,
1
2 ] と Möbiusの帯が同相になるだけでなく, ファイバー束として

S1 ×C2 [− 1
2 ,

1
2 ] −→ S1

は Möbiusの帯
M −→ S1

と「等しく」なるのであるが, それを示す前に, まず二つのファイバー束が「同じ」である
ことを定義しなければならない。 それは次章で行なう。

演習問題 2.6.21. 上で絵を描いて考えたことをもとに, S1 ×C2 [−1
2 ,

1
2 ] から Möbiusの帯へ

の同相写像を作れ。

本節を終わる前に, 主束の重要な性質を一つ述べておこう。

89



2. ファイバー束と位相群

∼= ∼=

図 2.14: 同伴する Möbius の帯

系 2.6.3 より
G −→ G/H

は局所切断を持てば主 H 束になり, 全体で定義された断面を持てば, 自明なファイバー束
になる。一般の場合も, もし全体で定義された断面があれば, そのファイバー束自体が自明
になるのではないだろうか。実際, それは主束の基本的な性質の一つである。

定理 2.6.22. G を位相群とし, p : P → B を主 G 束とする。 もしこれが切断を持てば⾃
明になる。

証明. 証明は定理 2.5.46 つまり命題 2.5.37 と同様である。断面

s : B −→ P

を用いて自明化
P

∼=−→ B ×G

を作る。詳細は読者にまかせる。

注意 2.6.23. 上の定理で主束という仮定は本質的である。例えば, Möbius の帯は S1 を中
心線へ埋め込むという断面を持つが, 自明ではない。 これは Möbiusの帯が主束ではない
からである。
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M

I

S1

図 2.15: Möbius の帯の中心線への cross-section
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3 ファイバー束の分類

この章では, ある空間を一つ決め, その上にどの様なファイバー束が存在するかを考える
ことにする。 §2.6で

{B 上の主 G束} ←→ {B 上のファイバーが F で構造群が G のファイバー束}

の「一対一対応」があることが分かったので, 集合 {B 上の主 G束} を調べれば, 空間 B

上に, G を構造群として持つファイバー束にはどの様なものが存在するかが分かる。
空間 B を与えればこの集合が一つ決まるという意味で, これは B の「関数」のようなも

のであり, 実際この章の最終目標は, この集合を B を用いて記述することである。しかし
そのためにはまず, ふたつのファイバー束が同じかどうかが分からないと話の進めようが
ない。
つまりファイバー束を比較する方法を確立しておかなければならないのである。 一般に

現代数学では, ふたつの「モノ」の比較はその間の写像 (map あるいは morphism) によっ
て行う。 そこでまずファイバー束の間の写像を定義することから始めよう。

3.1 ファイバー束の間の写像

ファイバー束は底空間, 全空間, ファイバー, 局所自明化, 座標変換そして構造群, という
様々なデータから成る複雑なものである。 二つのファイバー束の間の「写像」は, これら
のデータの間の対応を与えるもののはずである。 ではどのような対応を考えたらよいだろ
う。 まず第一に「写像」なのだから, 底空間, 全空間, ファイバーの三つの空間の間に連続
写像がなければならないだろう。
そこで

ξ = (F −→ E
p−→ B)

ξ′ = (F ′ −→ E′ p′−→ B′)

という二つのファイバー束があったとき, ξ から ξ′ への写像として, まず底空間から底空間
への写像

B −→ B′,



3. ファイバー束の分類

全空間から全空間への写像
E −→ E′,

そしてファイバーからファイバーへの写像

F −→ F ′

を考える。しかし実際には底空間と全空間を考えるだけでよいのである。

定義 3.1.1. ファイバー束

ξ = (p : E −→ B)

ξ′ = (p′ : E′ −→ B′)

に対し, ξ から ξ′ へのファイバーを保つ写像 (fiber-preserving map) とは, 写像の組

f̃ : E −→ E′

f : B −→ B′

で, 図式
E E′

B B′

//f̃

��

p

��
p′

//f

(3.1)

を可換にするものである。
このときまとめて

(f̃ , f) : (E,B) −→ (E′, B′)

あるいは
f = (f̃ , f) : ξ −→ ξ′

と書くことにする。

演習問題 3.1.2. この定義は, ちゃんと名前通りの意味を持つことを確かめよ。つまり, 任
意の点 x ∈ B に対し f̃ は x 上のファイバー p−1(x) を f(x) 上のファイバー p′

−1
(f(x)) に

写すことを示せ。

p−1(x)
f̃ |p−1(x)−→ p′

−1
(f(x))

∩ ∩

E
f̃−→ E′

↓ ↓
B

f−→ B′
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3.1. ファイバー束の間の写像

これでとりあえずファイバー束を成す三つの空間の間の対応が定義できた。

注意 3.1.3. ファイバー束の間の写像としては, 座標変換や構造群について何も言っていな
いのでこれでは不十分であるが, 後に第II部 [FibII] でファイバー束の一般化として考える
ファイバー空間 (第1 章) や準ファイバー空間 (第2章) の時にはこの定義を用いるので, こ
こで名前を付けておいた。

次に座標変換について考えよう。 ファイバー束

p : E −→ B

p′ : E′ −→ B′

の局所自明化を, それぞれ {φλ : p−1(Uλ) → Uλ × F}, {ψµ : p′
−1

(Vµ) → Vµ × F ′} とする。
また

Φλλ
′

: Uλ ∩ Uλ′ −→ Homeo(F )

Ψµµ
′

: Vµ ∩ Vµ′ −→ Homeo(F ′)

をその局所自明化写像から決まる座標変換とする。

(f̃ , f) : (E,B) −→ (E′, B′)

をファイバーを保つ写像としたとき, (f̃ , f) が座標変換と「うまくあう」ための条件として
どのようなものが必要だろうか。 まず f の制限により

f : Uλ ∩ Uλ′ ∩ f−1(Vµ ∩ Vµ′) −→ Vµ ∩ Vµ′

という写像ができることに注意しよう。そこで

Uλ ∩ Uλ′ ∩ f−1(Vµ ∩ Vµ′) Homeo(F )

Vµ ∩ Vµ′ Homeo(F ′)

//Φλλ′

��
f

��
//Ψµµ′

(3.2)

を可換にする写像
Homeo(F ) −→ Homeo(F ′)

が存在するというのは自然な要求ではないだろうか。またその写像は, f̃ のファイバーへ
の制限

f̃ |F : F −→ F ′

から作られるものであって欲しい。
そのために上の図式を少し詳しく考えてみよう。
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3. ファイバー束の分類

元 x ∈ Uλ ∩ Uλ′ ∩ f−1(Vµ ∩ Vµ′) を取り, 写像 Φλλ
′ により図式 (3.2) を横に動くと

Φλλ
′
(x) : F −→ F

という写像ができる。また下に行ってから右に動くと

Ψµµ
′
(f(x)) : F ′ −→ F ′

という写像ができる。ここで f̃ の制限による写像が縦にあり, よって図式

F F

F ′ F ′
��

f̃ |F

//Φλλ′
(x)

��
f̃ |F

//Ψµµ′
(f(x))

ができる。この図式は誰がどう見ても可換になるのが自然ではないだろうか。 もしここで
f̃ |F が逆写像を持てば, この図式が可換になるというのは

Ψµµ
′
(f(x)) = (f̃ |F ) ◦ Φλλ

′
(x) ◦ (f̃ |F )−1

ということである。ここで, より一般に次の事実がある。

補題 3.1.4. f : X → Y が同相写像のとき

cf : Homeo(X) −→ Homeo(Y )

を
cf (φ) = f ◦ φ ◦ f−1

で定義する。すると cf は群の同型である。

証明. 対応 φ 7→ f−1 ◦ φ ◦ f が逆写像になる。

この補題から
f̃ : E −→ E′

のファイバーへの制限
f̃ |F : F −→ F ′

が同相なら群の同型
cf̃ |F : Homeo(F ) −→ Homeo(F ′)

が得られることが分かった。その写像で図式 (3.2) が可換になっていることも上の議論で
すぐ分かる。欲しいのは図式 (3.2) を可換にする写像で, 別に同型でなくてもよいのである
が, 今の場合自動的に同型になってしまったのである。
一般に同相な空間は同一視されるから, ファイバー束の間の写像で座標変換とうまくあ

っているものを考えるときには, ファイバーが同じ空間の場合のみを考える。
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3.1. ファイバー束の間の写像

定義 3.1.5. ξ = (p : E → B) と ξ′ = (p′ : E′ → B′) を同じファイバー F を持つファイバー
束とする。このとき ξ からξ′ への束写像 (bundle map)とは, ξ から ξ′ へのファイバーを
保つ写像

(f̃ , f) : (E,B) −→ (E′, B′)

で, f̃ が各ファイバー上で同相写像であるもの, つまり, 任意の x ∈ B に対し

f̃ |p−1(x) : p
−1(x) −→ p′

−1
(f(x))

が同相写像であるものである。

次に構造群を考えよう。上と同じ理由で, 構造群を持つファイバー束の間の写像を考え
るときには, 同じ構造群を持つものしか考えない。

定義 3.1.6. ξ = (p : E → B) と ξ′ = (p′ : E′ → B′) を同じファイバー F と同じ構造群 G

を持つファイバー束とし, G の F への作用も同じ写像

µ : G× F −→ F

で与えられているとする。
このとき ξ から ξ′ への (構造群を保つ) 束写像とは, ξ から ξ′ への定義 3.1.5 の意味で

の束写像であり, 更に次の条件をみたすものである: B の開被覆 {Uλ}λ∈Λ と B′ の開被覆
{Vµ}µ∈M で, 各 Uλ と Vµ 上で, 局所自明化写像

φλ : p−1(Uλ) −→ Uλ × F

ψµ : p′
−1

(Vµ) −→ Vµ × F

を持つものをとる。このとき合成

(Uλ ∩ f−1(Vµ))× F
φ−1

λ−→ p−1(Uλ ∩ f−1(Vµ))
f̃−→

p′
−1

(f(Uλ) ∩ Vµ)
ψµ−→ (f(Uλ) ∩ Vµ)× F

pr2−→ F

の adjoint は Homeo(F ) に値を持ち連続写像

Lf
UλVµ

: Uλ ∩ f−1(Vµ) −→ Homeo(F )

を誘導するが, この写像が構造群Gに値を持つ, つまり次の図式を可換にする左斜め上向き
の連続写像が存在する。

G Homeo(F )

Uλ ∩ f−1(Vµ)

//ad(µ)
gg

∃L̄f
UλVµ

77ooooooooo Lf
UλVµ
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3. ファイバー束の分類

演習問題 3.1.7. 上の条件で, 合成 pr2 ◦ψµ ◦ f̃ ◦ φ−1
λ の adjoint

ad(pr2 ◦ψµ ◦ f̃ ◦ φ−1
λ ) : Uλ ∩ f−1(Vµ) −→Map(F, F )

の像が Homeo(F ) に含まれていることを確かめよ。

主束の間の束写像は構造群の作用に関し, 次の性質を持つ。

命題 3.1.8. G を位相群とし, ξ = (p : E → B) と ξ′ = (p′ : E′ → B′) を主 G束とする。 こ
のときファイバーを保つ写像

f = (f̃ , f) : (E,B) −→ (E′, B′)

が束写像ならば, 次の図式は可換になる。

E ×G E′ ×G

E E′

//f̃×1G

�� ��
//f̃

(3.3)

ここで縦の写像は定義 2.6.8 による G の主 G束の全空間への作⽤である。

演習問題 3.1.9. これを示せ。

上の命題で現れた写像には, 一般に次のような名前がついている。

定義 3.1.10. G を位相群とし, X と Y に左から G が作用しているとする。 連続写像

f : X −→ Y

が G同変 (G-equivariant) であるとは, 次の図式が可換になることである。

G×X G× Y

X Y

//1G×f

�� ��
//f

ここで縦の写像は G の作用である。右作用の場合も同様に定義する。

我々の目標は, 底空間を一つ決めその上のファイバー束を調べることなので, ファイバー
束の同型として次の定義を用いる。

定義 3.1.11. ξ = (p : E → B) と ξ′ = (p′ : E′ → B) を同じファイバー F と同じ底空間 B

を持つファイバー束とする。もし束写像

f = (f̃ , f) : (E,B) −→ (E′, B)
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で f = 1B であるものが存在するなら, このとき ξ と ξ′ は同型 (isomorphic) 或いは同
値 (equivalent) であると言い, f を束同型写像 (bundle isomorphism) と言う。 このとき
ξ ∼= ξ′ と書く。
もちろん, ξ と ξ′ が同じ構造群 G を持ち, G の F への作用も同じときには, f には定義

3.1.6 の意味で構造群についての条件を入れるものとする。

以下, 構造群を持ったファイバー束のみ考える。構造群を指定しない場合は, G =

Homeo(F ) であると考えられるので一般性は失われない。

さて, 上の定義でまず確かめなければならないのは次のことである。

命題 3.1.12. 上の関係 ∼= は同値関係である。つまり,

(反射律) 任意のξに対し, ξ ∼= ξ

(対称律) ξ ∼= η ⇒ η ∼= ξ

(推移律) ξ ∼= ζ, ζ ∼= η ⇒ ξ ∼= η

を満たす。

証明. 反射律と推移律は容易に証明できる。
ξ = (p : E → B) の時, 恒等写像

E E

B B
��
p

//=

��
p

//=

は ξ とそれ自身の同型を与える。
ξ = (p : E → B), ζ = (p′ : E′ → B), η = (p′′ = E′′ → B) に対し,

E E′ E′ E′′

B B B B
��

p

//f̃

��
p′

��
p′

//g̃

��
p′′

//= //=

がそれぞれ ξ と ζ, ζ と η の束同型の時, その合成

E E′′

B B
��

p

//g̃◦f̃

��
p′′

//=

は ξ と η の束同型を与えることはすぐわかる。 (読者の練習問題とする。) これで, 反射律
と推移律が示された。
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3. ファイバー束の分類

対称律を示すために
E E′

B B
��

p

//f̃

��
p′

//=

を ξ = (p : E → B) と η = (p′ : E′ → B) の同型とする。 このとき同型

E′ E

B B
��
p′

//g̃

��

p

//=

を構成したい。自然なアイデアは, g̃ = f̃−1 と取ることであろう。f̃ は各ファイバー上で同
相であるので全単射となる。 よって連続性を無視すれば f̃−1 は存在し, 上の図式を可換に
する。 f̃−1 の連続性を示そう。
B =

∪
α∈A Uα を B の開被覆で, 各 Uα 上で ξ も η も局所自明化写像を持つものとする。

φα : p−1(Uα) −→ Uα × F

ψα : p′
−1

(Uα) −→ Uα × F

をUα上での局所自明化とする。

E′ =
∪
α∈A

p′
−1

(Uα)

が開被覆なので, 演習問題 2.6.11 より各 p′
−1

(Uα) 上で f̃−1 が連続であることを示せば良
い。仮定より, 合成

Uα × F
φ−1

α−→ p−1(Uα)
f̃−→ p′

−1
(Uα)

ψα−→ Uα × F

は, ψα ◦ f ◦ φ−1
α (x, y) = (x,Φ(x)(y)) により連続写像

Φ : Uα −→ Homeo(F )

を定める。各点 x ∈ Uα に対し Ψ(x) = Φ(x)−1 とおく。ここで Φ(x)−1 は Φ(x) の
Homeo(F ) の元としての逆元, つまり逆写像を表わす。すると, Ψ は次の合成で与え
られるので連続である。

Ψ : Uα
Φ−→ Homeo(F ) ν−→ Homeo(F )

ここで ν は G の逆元を取る写像である。この Ψ を用いて

gα : Uα × F −→ Uα × F
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を gα(x, y) = (x,Ψ(x)(y)) で定義すれば, これは連続であり

ψα ◦ f ◦ φ−1
α (x, y) = (x,Φ(x)(y))

の逆である。よって
p′

−1
(Uα) Uα × F

p−1(Uα) Uα × F
��
f̃−1

//ψα

��
gα

//φα

となり f̃−1 は連続である。あとは f̃−1 が束写像になることを示せばよいが, これは練習問
題とする。 これで対称律が示された。

演習問題 3.1.13. 束写像の合成が束写像になることを示せ。

演習問題 3.1.14. (f̃ , 1B) : (E,B) → (E′, B) を束同型とするとき, (f̃−1, 1B) も束写像であ
ることを示せ。

系 3.1.15. (f̃ , 1B) : (E,B)→ (E′, B) が束同型なら, f̃ : E → E′ は同相写像である。

例 3.1.16. M0 を円筒とし, M2 を長方形の両端をを 2π だけひねって張り合 わせた空間と
する。

図 3.1: M2

式で書くと, 例えば次のようになる。

M0 =
{
(2 cosφ, 2 sinφ, t)

∣∣−1
2 ≤ t ≤

1
2 , 0 ≤ φ ≤ 2π

}
M2 =

{
((2 + t cosφ) cosφ, (2 + t cosφ) sinφ, t sinφ)

∣∣−1
2 ≤ t ≤

1
2 , 0 ≤ φ ≤ 2π

}
また

p0 :M0 −→ S1

p2 :M2 −→ S1

を中心線への射影とする。これらは共に単位区間 I (正確には閉区間 [− 1
2 ,

1
2 ]) をファイバー

とするファイバー束になる。 M0 と M2 の見た目は違っているが, 実はこのふたつのファ
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3. ファイバー束の分類

イバー束は同型になる。特に, 空間として M0 と M2 は同相である。同型写像は以下のよ
うにしてできる。
下の図で, 線分 AB, CD で M2 を切り開き, 手前を E1 向こう側を E2 とする。同様に

M0 を線分 A′B′, C ′D′ で切り開き, 手前を E′
1 向こう側を E′

2 とする。

A

B C

D

M2

A′

B′ C ′

D′

M0

図 3.2: M2 を切り開く

ABDC を A′B′C ′D′ に写すことにより同相写像

f1 : E1 −→ E′
1

f2 : E2 −→ E′
2

を得る。
このふたつの写像は線分 AB, CD で (向きも込めて) うまく張り合わさっていることが

分かるので束同型
M2 M0

S1 S1

��

p2

//f1∪f2

��

p0

//=

を得る。

演習問題 3.1.17. Möbiusの帯は, 円筒と同相ではない。 Möbuisの帯でなぜ上と同じこと
ができないか考えよ。

演習問題 3.1.18. 上の例で用いた写像を式で表わし, それらが全て連続であることを確か
めよ。

演習問題 3.1.19. Mn を長方形の両端を nπ だけひねって張り合わせた空間とする。 中心
線への射影によりファイバー束

pn :Mn −→ S1

を得る。このとき,

M2n
∼= 円筒

M2n+1
∼= Möbiusの帯
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3.1. ファイバー束の間の写像

であることを示せ。

注意 3.1.20. 上の例で, 例 3.1.15より M2 と M0 は同相になる。実際そこで作った写像
f1 ∪ f2 は同相写像である。 トポロジーでは同相な空間は同一視するから, M2 と M0 は同
じ空間とみなすのであるが, 絵に描いてみるとどう見ても違う空間である。 M2 の模型を
作っていろいろいじっても M0 にはならない。また写像 f1 ∪ f2 を作るときに, M2 を一度
切り開いてからまた張り合わせるという「ずるい」ことをやっている。
実は同相な空間を「同じ」空間と考えることに無理があり, 普通の人が「直感的に同

じ」と思う空間は, 同相 (homeomorphic) よりもっときつい条件のついた isotopic という
関係のことなのである。直感的に同じかどうかは, 3次元 Euclid 空間 R3 の中で連続的に動
かして同じになるかどうかであり, R3 の中にどの様に埋め込まれているかが重要なのであ
る。
同相かどうかを考えるときには抽象的に位相空間として考えるので, どんな形をしてい

るか (つまりどのように埋め込まれているか) はどうでもよいのである。 写像を作るとき
にも最後にうまく繋がればよく, 一度切り刻んでからそれぞれの小さな部分で定義し, それ
を合わせて写像を定義するというのはよくやることである。
この意味で, 同相という概念は, 日常生活の直感からは非常にかけ離れたものだというこ

とができるだろう。

一般にファイバー束のことを調べるのに局所自明化写像を用いるのは面倒であるが, 元々
のファイバー束の定義が局所自明化で与えられているので, これは避けられない。 ファイ
バー束が同型になる条件を局所自明化写像を使って書いてみよう。

命題 3.1.21. E p−→ B, E′ p′−→ Bを同じファイバー F と構造群 G を持ち, G の F への作
⽤も同じであるファイバー束とする。
{Uα}α∈A を B の開被覆で, 各 Uα 上で E と E′ の局所⾃明化が与えられているものと

し,
{
Φαβ : Uα ∩ Uβ → G

}
,
{
Ψαβ : Uα ∩ Uβ → G

}
をそれぞれ E と E′ の座標変換とする。

このとき E と E′ が同型になるための必要⼗分条件は, 各 α ∈ A に対し, 連続写像

λα : Uα −→ G

で, 任意の α, β ∈ A と x ∈ Uα ∩ Uβ に対し

λβ(x)
−1Ψαβ(x)λα(x) = Φαβ(x)

となるものが存在することである。

証明. 必要条件 (=⇒): E,E′ の局所自明化をそれぞれ

φα : p−1(Uα) −→ Uα × F

ψα : p′
−1

(Uα) −→ Uα × F
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3. ファイバー束の分類

とし,
f̃ : E −→ E′

をファイバー束の同型を与える写像とする。 x ∈ Uα ∩ Uβ , y ∈ F に対し,

ψβ f̃φ
−1
α (x, y) = (x, λαβ(x)(y))

と書けるが, 束写像の定義より
λαβ = ad(µ) ◦ λ̄αβ

となる連続写像
λ̄αβ : Uα ∩ Uβ −→ G

が存在する。λα = λ̄αα とおく。 このとき, 図式

(Uα ∩ Uβ)× F (Uα ∩ Uβ)× F

p−1(Uα ∩ Uβ) p′
−1

(Uα ∩ Uβ)

(Uα ∩ Uβ)× F (Uα ∩ Uβ)× F

iiRRRRRRRRRRR
φα

uullll
llll

lll

φβ

//f̃

))RR
RRR

RRR
RR

ψα

55llllllllll

ψβ

で, 左上から p′
−1

(Uα ∩ Uβ) に行き ψα で行って戻ってから右上に行くと

ψβ ◦ f̃ ◦ φ−1
α (x, y) = ψβ ◦ ψ−1

α ◦ ψα ◦ f̃ ◦ φ−1
α (x, y)

= ψβ ◦ ψ−1
α (x, λα(x)(y))

= (x,Ψαβ(x)λα(x)(y))

となる。一方, 今度は左下に寄り道して行くと

ψβ ◦ f̃ ◦ φ−1
α (x, y) = ψβ ◦ f̃ ◦ φ−1

β ◦ φβ ◦ φ
−1
α (x, y)

= ψβ ◦ f̃ ◦ φ−1
β (x,Φαβ(x)(y))

= (x, λβ(x)Φ
αβ(x)(y))

となるから
λβ(x)Φ

αβ(x) = Ψαβ(x)λα(x)

となり
Φαβ(x) = λβ(x)

−1Ψαβ(x)λα(x)

を得る。

十分条件 (⇐=): 逆に, このような λα : Uα → G が与えられているとする。写像

f̃α : p−1(Uα) −→ p′
−1

(Uα)
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3.2. プルバック (引き戻し)

を次の合成で定義する。

p−1(Uα)
φα−→ Uα × F

Λα−→ Uα × F
ψ−1

α−→ p′
−1

(Uα)

ここで Λα(x, y) = (x, λα(x)(y)) である。 x ∈ p−1(Uα ∩ Uβ) に対しては, 二通りの定義があ
るが, 条件

λβ(x)Φ
αβ(x) = Ψαβ(x)λα(x)

により, それらは一致することが容易に分かる (読者は自分でチェックせよ)。 故に,
well-defined である束写像

f̃ : E −→ E′

を得る。これはファイバー束の同型を与える。

証明の最後で次の事実を用いたことに注意する。

補題 3.1.22. 位相空間の間の写像 f : X → Y を考える。X の開被覆 {Uα}α∈A で f |Uα が
連続であるものが存在するならば, f は連続である。

証明. Y の開集合 V に対し,

f−1(V ) =
∪
α∈A

f−1(V ) ∩ Uλ =
∪
α∈A

(f |Uα)
−1(V )

となるが, 各 Uα が X の開集合であることと, 仮定から (f |Uα)
−1(V ) が Uα の開集合であ

ることより, 各 (f |Uα)
−1(V ) は X の開集合となり, f−1(V ) が X の開集合となる。

注意 3.1.23. 命題 3.1.12 の対称律の証明は, 命題 3.1.21 を使えば容易（ほとんど自明）
である。しかし, 具体的に束写像の逆を作ることも重要であるので, 敢えて命題 3.1.12 の
証明には命題 3.1.21 を用いなかった。

3.2 プルバック (引き戻し)

束写像と深い関係にある概念として, ファイバー束のプルバック (引き戻し) がある。 こ
れはある空間上にファイバー束がある時, それを連続写像で引っ張り戻して別の空間上に
ファイバー束を作る操作である。

定義 3.2.1. ξ = (p : E → B) をファイバー束とし, f : X → B を連続写像とする。このと
き

f∗(E) = {(x, e) ∈ X × E | f(x) = p(e)}

とおき, 写像

f∗(p) : f∗(E) −→ X

p∗(f) : f∗(E) −→ E
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3. ファイバー束の分類

を

f∗(p)(x, e) = x

p∗(f)(x, e) = e

で定義する。
f∗(E) E

X B

//p∗(f)

���
� �
��
��
�

f∗(p)

���
� �
��
� �
�

p

//f

(3.4)

このようにして f∗(E) を作る操作をプルバック (pullback) と言う。 次の定理により
f∗(p) : f∗(E) → X はファイバー束になるので, このファイバー束を f∗(ξ) と書き, ξ の f

によるプルバック (pullback) と言う。

定理 3.2.2. f∗(p) : f∗(E) → X は p : E → B と同じファイバー F , 同じ構造群 G を持つ
ファイバー束である。

証明. {Uα}α∈A を B の開被覆で各 Uα 上で p : E → B の局所自明化写像

φα : p−1(Uα) −→ Uα × F

が存在するものとする。 φα(e) = (p(e), φ̄α(e)) と書く。 f∗(E) の局所自明化を見つけるた
めに, まず X の適当な開被覆を見つけなければならないが

Vα = f−1(Uα)

と置けば, {Vα}α∈A は X の開被覆になる。 写像

ψα : f∗(p)−1(Vα) −→ Vα × F

を ψα(x, e) = (x, φ̄α(e)) で定義する。 f∗(p)−1(Vα) ⊂ Vα × p−1(Uα) であることはすぐ分か
るので, ψα は合成

f∗(p)−1(Vα) ↪→ Vα × p−1(Uα)
1Vα×φ̄α−→ Vα × F

で定義されている。よって連続である。これらの写像が f∗(E) の局所自明化を与えること
を示すために, 写像

γα : Vα × F −→ f∗(p)−1(Vα)

を γα(x, y) = (x, φ−1
α (f(x), y)), つまり, 合成

γα : Vα × F
∆×1F−→ Vα × Vα × F

1Vα×f×1F−→ Vα × Uα × F
1Vα×φ−1

α−→ Vα × p−1(Uα)

で定義する。
p(φ−1

α (f(x), y)) = f(x)
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3.2. プルバック (引き戻し)

より γα(x, y) ∈ f∗(E)であるので, 写像 γα : Vα × F → f∗(p)−1(Vα) を得る。また

γα ◦ ψα(x, e) = γα(x, φ̄α(e))

= (x, φ−1
α (f(x), φ̄α(e)))

= (x, φ−1
α (p(e), φ̄α(e)))

= (x, φ−1
α ◦ φα(e))

= (x, e)

ψα ◦ γα(x, y) = ψα(x, φ
−1
α (f(x), y))

= (x, φ̄α ◦ φ−1
α (f(x), y))

= (x, y)

より γα は ψα の逆となり, ψα は同相写像である。よって局所自明化写像を与える。

次に構造群について考えよう。 座標変換を調べるために, (x, y) ∈ (Vα ∩ Vβ)× F に対し
ψβ ◦ ψ−1

α (x, y) を考える。

ψβ ◦ ψ−1
α (x, y) = ψβ ◦ γα(x, y)

= ψβ(x, φ
−1
α (f(x), y))

= (x, φ̄β(φ
−1
α (f(x), y)))

ここで
Φαβ : Uα ∩ Uβ −→ Homeo(F )

を p : E → B の座標変換とすると, 定義から

φ̄β(φ
−1
α (f(x), y)) = Φαβ(f(x))(y)

である。よって
ψβ ◦ ψ−1

α (x, y) = (x,Φαβ(f(x))(y))

となり, 構造群が G であることが分かる。

プルバックの具体的な例を挙げる代わりに, 次の演習問題を考えてもらうことにしよ
う。

演習問題 3.2.3. 演習問題 3.1.19 の例を考えよう。M0 は円筒, M1 は Möbiusの帯, 一般
に Mn は長方形の垂直な二辺を nπ だけ捻って張り合わせた空間だった。中心線への射影

Mn −→ S1

はファイバー束だった。このファイバー束を ξn と書く。

φn : S1 −→ S1
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3. ファイバー束の分類

を z ∈ S1 = {z ∈ C | |z| = 1} に対し

φn(z) = zn

で定義される写像とするとき, ξ1 の φn によるプルバックが ξn と同型になることを示せ。

上の定理の他に, プルバックの持つ性質の中で最も重要なものは, 次のふたつの命題であ
る。

命題 3.2.4. ファイバー束 p : E → B と連続写像 f : X → B に対し, 定義 3.2.1 で定義さ
れた写像

p∗(f) : f∗(E) −→ E

は束写像を与える。

証明. 図式 (3.4) が可換であることはすぐわかる。x ∈ X に対し, x 上のファイバーが何か
調べよう。

x 上のファイバー = f∗(p)−1(x)

= {(x, e) ∈ f∗(E) | f∗(p)(x, e) = x}

= {(x, e) ∈ X × E | f(x) = p(e)}
∼=−→ {e ∈ E | f(x) = p(e)} (3.5)

= p−1(f(x))

= f(x) 上のファイバー

ここで, 対応 (3.5) は (x, e) 7→ e, つまり p∗(f) で与えられている。ゆえに p∗(f) は x 上の
ファイバーと f(x) 上のファイバーの間の同相を与えている。
もし p : E → B が構造群 G を持つとき, 定理 3.2.2 の証明より, f∗(p) の座標変換は合成

Vα ∩ Vβ = f−1(Uα) ∩ f−1(Uβ)
f−→ Uα ∩ Uβ

Φαβ

−→ Homeo(F )

で与えられることが分かる。よって p の構造群が G で座標変換が

Uα ∩ Uβ
Φ̄αβ

−→ G
ad(µ)−→ Homeo(F )

と分解するとき, f∗(p) の座標変換は

Vα ∩ Vβ
f−→ Uα ∩ Uβ

Φ̄αβ

−→ G
ad(µ)−→ Homeo(F )

で与えられ, よって p∗(f) は束写像の構造群に関する条件をみたす。

命題 3.2.5. 上の命題の逆が成り⽴つ。つまり,

p : E −→ B

p′ : E′ −→ X
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3.2. プルバック (引き戻し)

をファイバーも構造群も同じファイバー束とし

E′ E

X B
��

p′

//f̃

��

p

//f

を束写像とするとき, E′ p′−→ X はプルバック f∗(E)
f∗(p)−→ X と同型になる。

証明. (f̃ , f) : (E′, X)→ (E,B) が束写像だから

p ◦ f̃ = f ◦ p′

つまり, 任意の e ∈ E′ に対し p(f̃(e)) = f(p′(e)), 故に f∗(E) の定義より (p′(e), f̃(e)) ∈
f∗(E) となる。そこで

f̄ : E′ −→ f∗(E)

を f̄(e) = (p′(e), f̃(e)) で定義する。明らかに, これは連続である。これがファイバー束の
同型を与えることを言いたい。まず

E′ f∗(E)

X X
���
��
� �
� �
�

p′

//f̄

���
� �
��
� �
�

f∗(p)

//=

が可換になることは容易に分かる。
f̄ が各ファイバー上で同相であることを見るために次の合成を考える。

E′ f̄−→ f∗(E)
p∗(f)−→ E

この合成が f̃ であることはすぐわかるから, p∗(f) も f̃ も各ファイバー上で同相写像であ
ることより, f̄ も各ファイバー上で同相写像であることがわかる。
次に構造群についての条件を考えよう。 {φλ : p−1(Uλ) → Uλ × F}λ∈Λ と {φ′

γ :

p′
−1

(Vγ) → Vγ × F}γ∈Γ をそれぞれ p : E → B と p′ : E′ → X の局所自明化とする。
このとき, {Vγ}γ∈Γ を十分細分すれば, 各 f(Vγ) はいづれかの Uλ に含まれるとしてよい。
(そのような開被覆が存在することは, 各自確かめてもらいたい。) また pullback の局所自
明化の作り方から, f∗(E) → X は, 開被覆 {f−1(Uλ)}λ∈Λ 上で局所自明化を持つ。その局
所自明化を {ψλ : p∗(f)−1(Uλ)→ f−1(Uλ)× F}λ∈Λ としよう。
これらのファイバー束の共通の構造群を G とするとき, f(Vγ) ⊂ Uλ となる組について

Uλ Homeo(F )

G

//
ad(pr2 ◦ψλ◦f̃◦φ′

γ
−1)

$$JJ
JJJ

JJJ ::ttttttt ad(µ)
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3. ファイバー束の分類

と分解することを示せばよい。ここで

φλ(e) = (p(e), (pr2 ◦φλ)(e))

と書くと, 定理 3.2.2 の証明より f∗(E) の局所自明化

ψλ : f∗(p)−1(Uλ) −→ Uλ × F

は
ψλ(x, e) = (x, (pr2 ◦φλ)(e))

で与えられていたことを思い出す。すると, 合成

Vγ × F
φ′

λ
−1

−→ p′
−1

(Uλ)
f̄−→ f∗(p)−1(Uλ)

ψλ−→ Uλ × F

は
(x, y) 7−→ (x,pr2(φλ(f̃(φ′

γ
−1

(x, y))))) = (x, ad(pr2 ◦φλ ◦ f̃ ◦ φ′
γ
−1

)(x)(y))

で与えられている。よって

ad(pr2 ◦ψλ ◦ f̄ ◦ φ′
γ
−1

) = ad(pr2 ◦φλ ◦ f̃ ◦ φ′
γ
−1

)

である。ところが f̃ が束写像であることより, 写像 ad(pr2 ◦φλ ◦ f̃ ◦ φ′
γ
−1

) は次のように分
解する。

Uα Homeo(F )

G

//
ad(pr2 ◦φλ◦f̃◦φ′

γ
−1)

$$JJ
JJJ

JJJ ::ttttttt ad(µ)

よって f̄ は束写像となり, X 上で恒等写像だからファイバー束の同型である。

本節を終える前に, プルバックの性質で知っておいた方がよいことを, 更にいくつか挙げ
ておく。

補題 3.2.6. ξ = (p : E → B) をファイバー束, f : X → B, g : Y → X を連続写像とすると
き, ファイバー束の同型

(f ◦ g)∗(ξ) ∼= g∗(f∗(ξ))

を得る。

演習問題 3.2.7. これを証明せよ。

補題 3.2.8. ファイバー束 ξ = (p : E → B) に対し

1∗B(ξ)
∼= ξ

である。
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3.2. プルバック (引き戻し)

証明. 命題 3.2.4 より,

p∗(1B) : 1
∗
B(E) −→ E

は束写像となる。底空間上では恒等写像なので, これはファイバー束の同型を与える。

定義 3.2.9. p : E → B をファイバー束とし, A ⊂ B を部分空間とする。 包含写像を
i : A ↪→ B とするとき, i∗(E) を E を A に制限したファイバー束といい, E|A で表わす。

プルバックの定義で p : E → B はファイバー束である必要はないことに注意する。一般
に写像

Y

X Z
��
g

//f

に対し

X ×Z Y = {(x, y) ∈ X × Y | f(x) = g(y)}

と定義し, 上の図式のプルバック (pullback), 或いはファイバー積 (fiber product) とい
う。

命題 3.2.10. 可換な図式
W Y

X Z

//f̃

��
g̃

��

g

//f

に対し図式
W

X ×Z Y Y

Y Z

�� ''OO
OOO

OOO
OOO

OOO
OOO

OOO
OO

f̃

��/
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//
//

g̃

���
� �
� �
��
� �

//

���
� �
��
� �
� �

g

//f

を可換にする写像

f̃ ×Z g̃ :W −→ X ×Z Y

が唯⼀つ存在する。

演習問題 3.2.11. これを証明せよ。

111



3. ファイバー束の分類

3.3 ファイバー束とホモトピー

前節では, ファイバー束のプルバックを考えた。 そこでプルバックの基本的な性質はい
くつか調べたが, もちろん, それでプルバックのことがすべて分かったと言うわけではな
い。例えば, 自然に出てくる疑問として次のものがある: ξ を B 上の ファイバー束 とす
る。連続写像 f, g : X → B に対し, いつ f∗(ξ) ∼= g∗(ξ) となるだろう。例えば, f ̸= g でも
f∗(ξ) ∼= g∗(ξ) となることがあるだろうか。実は後でみるように (定理 3.3.22), f と g がホ
モトピックならば f∗(ξ) ∼= g∗(ξ) となるのである。
本節では, まずホモトピーの概念を導入し, 次いでファイバー束とホモトピーの関係を調

べる。

定義 3.3.1. f0, f1 : X → Y を連続写像とする。もし連続写像

H : X × [0, 1] −→ Y

で任意の x ∈ X に対し

H(x, 0) = f0(x)

H(x, 1) = f1(x)

であるものが存在するとき f0 と f1 はホモトピック (homotopic) であると言い, f0 ≃ f1

と書く。H を f0 と f1 の間のホモトピー (homotopy) と言う。

演習問題 3.3.2. ホモトピックという関係 ≃ が同値関係であることを証明せよ。

注意 3.3.3. H が f0 と f1 の間のホモトピーのとき, t ∈ [0, 1] と x ∈ X に対し, 写像

ft : X −→ Y

を ft(x) = H(x, t) で定義する。つまり ft = ad(H)(t) である。 補題 2.3.2 より, 任意の
t ∈ [0, 1] に対し, これは連続写像 ft : X → Y を与え, t が 0 から 1 まで動くとき, 連続写像
f0 が f1 に「連続的に」変化することを意味している。
言い替えれば, f0 ≃ f1 というのは f0 が f1 に「連続的に変形できる」ということであ

る。

注意 3.3.4. これから見ていくように, ホモトピーというのはファイバー束の幾何学, 或い
はトポロジー全般に於いて中心的な役割を果たす概念である。 写像という概念が当たり
前のように使われている現在では, 写像を連続的に変形するというアイデアは極く自然な
ものであるが, 実際にホモトピーが数学の文献に現れたのはそれほど古いことではない。
Dieudonné の本 [Die89] によると, 最初にホモトピーという言葉が使われたのは, 1907年
の Dehn と Heegaard の論文 [DH07] であり, しかも現在の形で定義されたのは 1911年
の Brouwer の論文 [Bro76] が最初らしい。
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3.3. ファイバー束とホモトピー

その後, 様々な幾何学的な現象や概念が, ホモトピーの言葉を用いると統一的に述べられ
ることがわかるにつれ, ホモトピーも一般化し, 自然にホモトピー論という分野が形成され
た。 そこでは, ファイバー束の一般化であるファイブレーション¹と, その双対概念である
コファイブレーション²を中心に, 種々の抽象的な概念が導入されると共に独自の技術が開
発されている。 これについては第II部 [FibII] で詳しく述べる。
トポロジー以外でも, 自然にホモトピーが現れてくることは多い。 例えば複素関数論を

勉強したことのある読者なら, ホモトピーの定義から次のことを思い出す (?) だろう:

C, C ′ を領域 D ⊂ C の中の単純閉曲線とし, f を D 上の正則関数とする。D

の中で C が C ′ に連続的に変形できるなら∫
C

f(z) dz =

∫
C′
f(z) dz

である。

この事実は, 実はコホモロジー群というものを用いると (トポロジストには) すっきりと
説明され, 解析学的な現象が幾何学的 (代数的) に扱えることを示唆する例である。その方
向での研究は, 層のコホモロジーの導入により戦後飛躍的に進み, 代数幾何学, 複素多様体
論, D加群などの分野に発展している。

余談が長くなってしまったが, ここでホモトピーに戻ることにしよう。 ホモトピーとフ
ァイバー束の関係の中で最も基本的なのは次の定理である。

定理 3.3.5 (ホモトピーのリフト). 次の状況を考える:

1. p : E → Y と p′ : E′ → X はファイバー束

2. (f̃0, f0) : (E
′, X)→ (E, Y ) はファイバーを保つ写像

3. H : X × [0, 1]→ Y は, 任意の x ∈ X に対し H(x, 0) = f0(x) であるホモトピー

もし X がコンパクト Hausdorff なら H の束写像へのリフト

E′ × [0, 1] E

X × [0, 1] Y

//H̃

���
��
� �
� �
��

p′×1[0,1]

���
� �
� �
� �
��
�

p

//H

で, 任意 のe ∈ E′ に対し H̃(e, 0) = f̃0(e) であるものが存在する。

¹第II部 [FibII] の §1.2
²第II部 [FibII] の §1.9
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3. ファイバー束の分類

一見すると複雑な定理のように思えるが, 定理の内容を次のように図式にすると少しは
分かり易いかもしれない。

E′ × {0} E′ × [0, 1]

E′ E

X × {0} X × [0, 1]

X Y

//⊂

���
��
� �
��
��
��
��
��
��
� �

��?
??

??
??

??
??

=

��

∃H̃

��
� �
� �
� �
�

//f̃0

���
� �
��
� �
��
��
��
��
��
��
�

���
� �
��
��
� �

���
��
��
��
��
��
��
��
� �
��
�

��?
??

??
??

??
??

=

//⊂

��?
??

??
??

??
??

H

//f0

この定理は, 上の図で垂直の写像がファイバー束の射影で, 水平の写像が束写像であるよ
うに実線の写像が与えられていて, 四角が全て可換なら, 点線の束写像 H̃ が存在すること
を言っている。
定理 3.3.5 では, Xがコンパクト Hausdorff であるという条件がついているが, 後で述べ

るようにこれらは実際にはもっと一般的な条件で成り立つ。 まずは簡単な場合で証明のア
イデアを理解してもらうために, コンパクト Hausdorff の場合を扱うのである。
とはいえ, コンパクト Hausdorff の場合でも証明はちょっと面倒なので, 定理 3.3.5 の証

明の前に, まず大まかなアイデアを説明しよう。
p : E → Y が自明束の場合, H̃ は簡単に作れる。 実際, E = Y × F により f̃0(e) =

(f̃ ′0(e), f̃
′′
0 (e)) と書けているなら

H̃(e, t) = (H(p′(e), t), f̃ ′′0 (e))

とおけばよい。
そこで E → Y を小さな自明束に分割し, それに従って E′ → X も分割する。するとそ

れぞれの小さなファイバー束上では H̃ が構成できるので, 後はそれらを張り合わせればよ
い。もちろん, 問題はそれらがうまく張り合わせられるかどうかであるが, 今 X がコンパ
クトであると仮定しているので, 小さなファイバー束への分割は有限個で済み, 順番に張り
合わせていけばよい。 ただし「境界」でうまく張り合わさっているように注意しなければ
ならない。
このアイデアを具体化するには, コンパクト Hausdorff空間の様々な性質を使わなけれ

ばならなくなるので, 証明の前にそれらについてまとめておこう。 詳しい証明は位相空間
論の教科書, 例えば [Kel75; 松坂和68] などを見られたい。
まずコンパクト Hausdorff 空間の持つ最も基本的な性質は, 次のものである。
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3.3. ファイバー束とホモトピー

定理 3.3.6. コンパクト Hausdorff 空間は正規 (normal) である。

これは直接使われるよりも, 次の形で使われることが多い。

定理 3.3.7 (Urysohnの補題). X が正規で W ⊂W ′ ⊂ X が W ⊂W ′ をみたす X の開集合
とすると, 連続写像 u : X → [0, 1] で

u(W ) = 1

u(X −W ′) = 0

をみたすものが存在する。

W

W ′

X

図 3.3: 写像 u : X → [0, 1] のグラフ

定理 3.3.5 の証明のためには, X × [0, 1] の上のファイバー束 E′ × [0, 1] を考える必要が
あるので, その局所自明化を扱わないといけない。その際の X × [0, 1] の開被覆は, 直積空
間の開被覆なのだから, 直積の形になっている開集合に取り直したい。 実際, それは可能
で, またその際, [0, 1] の方は共通したものが取れる。 その時, 次のコンパクト距離空間の
性質を用いる。

補題 3.3.8. コンパクト距離空間 (X, d) の開被覆 {Uλ}λ∈Λ に対し, σ > 0 で次の性質を持
つものが存在する

d(A) < σ =⇒ ∃λ ∈ Λ s.t. A ⊂ Uλ

ここで d(A) = sup {d(a, a′) | a, a′ ∈ A} は A の直径である。

ここに登場した数 τ を被覆 {Uλ}λ∈Λ の Lebesgue 数 という。 証明は, 位相空間論の教
科書を参照してもらいたい。

補題 3.3.9. X をコンパクトとする。X × [0, 1] の任意の開被覆 {Vα}α∈A に対し, [0, 1] の
分割 0 < 1

ℓ <
2
ℓ < · · · <

ℓ−1
ℓ < 1 と X の開集合 U1,1, . . . , Un1,1, . . . , U1,ℓ, . . . , Unℓ,ℓ ⊂ X で
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3. ファイバー束の分類

次の条件をみたすものがとれる: W1 = [0, 4
3ℓ ), W2 = ( 2

3ℓ ,
7
3ℓ ), . . ., Wℓ = ( 3ℓ−4

3ℓ , 1] とおくと
き

• ∪ℓk=1

∪nk

i=1 Ui,k ×Wk = X × [0, 1]

• 各 (i, k) に対し, Ui,k ×Wk ⊂ Vα となる α ∈ A が存在する。

証明. 任意の (x, t) ∈ X × [0, 1] に対し

(x, t) ∈ Ux,t × Vx,t ⊂ Vα

となる α が存在するような開集合 Ux,t ⊂ X と Vx,t ⊂ [0, 1] がとれる。
各 t ∈ [0, 1] に対し {Ux,t}x∈X は X の開被覆だから, X がコンパクトであることより, そ

の中から有限個 Ux1,t, . . ., Uxnt ,t
を選び X を覆うことができる。

Vt = ∩nt
i=1Vxi,t

とおく。すると
nt∪
i=1

Uxi,t × Vt = X × Vt

である。
ここで {Vt}t∈[0,1] は [0, 1] の開被覆であり, [0, 1] はコンパクト距離空間だから, 補題

3.3.8 の数 σ が存在する。 5
3ℓ < σ となる ℓ ∈ N を選び W1 = [0, 4

3ℓ ), W2 = ( 2
3ℓ ,

7
3ℓ ), . . .,

Wℓ = ( 3ℓ−4
3ℓ , 1] とおくと, d(Wk) ≤ 5

3ℓ となり, 各 k に対し Wk ⊂ Vtk となる tk が存在する。
このとき, 各 k に対し

ntk∪
i=1

Uxi,tk × Vtk = X × Vtk

であり, 1 ≤ i ≤ ntk に対し

Uxi,tk ×Wk ⊂ Uxi,tk × Vxi,tk ⊂ Vα

となる。 これで求める [0, 1] の分割

0 <
1

ℓ
<

2

ℓ
< · · · < ℓ− 1

ℓ
< 1

と X の開被覆が得られた。

以上により定理 3.3.5 を証明する準備ができた。

定理 3.3.5 の証明. {Vα}α∈A を各 Vα 上で E → Y の局所自明化写像が存在する Y の開被
覆とする。また

φα : p−1(Vα) −→ Vα × F

を Vα 上の局所自明化写像とする。
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3.3. ファイバー束とホモトピー

{H−1(Vα)}α∈A は X × [0, 1] の開被覆であるが, 補題 3.3.9 より, [0, 1] の分割 0 < 1
ℓ <

2
ℓ < · · · <

ℓ−1
ℓ < 1 と 開集合 U1,1, . . . , Un1,1, . . . , U1,ℓ, . . . , Unℓ,ℓ ⊂ X で

ℓ∪
k=1

nk∪
i=1

Ui,k ×Wk = X × [0, 1]

かつ, 各 (i, k)に対し, Ui,k×Wk ⊂ H−1(Vα)となる α ∈ Aが存在する。ここで,W1 = [0, 4
3ℓ ),

W2 = ( 2
3ℓ ,

7
3ℓ ), . . ., Wℓ = ( 3ℓ−4

3ℓ , 1] だった。 このとき, tk = k
ℓ とおくと, 各 k に対し

tk ∈Wk ∩Wk+1 である。
k に関する帰納法で, H̃ を E′ × [0, tk] の上に構成していく。k = 0 のとき E′ × {0} 上で

は f̃0 を用いればよい。E′ × [0, tk] まで定義されたとして, これを E′ × [0, tk+1] 上まで拡張
したい。 まず E′ × [tk, tk+1] 上で H̃ を定義するために, X × [tk, tk+1] をうまく分割する。
定理 3.3.6 により X は正規なので x ∈ Ui,k+1 の時

x ∈ O, O ⊂ O′, O
′ ⊂ Ui,k+1

となる X の開集合の組 (O′, O) が存在する。今, X はコンパクトだからそれらの中から有
限個の組 {(O′

j , Oj)}j=1,...,s を選んで X = ∪sj=1Oj とできる。
[0, 1] の代わりに [tk, tk+1] を使い, 各 (O′

j , Oj) に Urysohnの補題 (定理 3.3.7) を適用す
れば, 連続写像 uj : X → [tk, tk+1] で

uj(Oj) = tk+1

uj(X −O′
j) = tk

であるものが得られる。これらの関数を用いて x ∈ X に対し

τ0(x) = tk

τj(x) = max{u1(x), · · · , uj(x)}

とおく。すると
tk = τ0(x) ≤ τ1(x) ≤ . . . ≤ τs(x) = tk+1

そして
Xj = {(x, t) ∈ X × [tk, tk+1] | t ≤ τj(x)}

とおく。これで X × [tk, tk+1] を閉部分集合の増加列

X0 = X × {tk} ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ · · · ⊂ Xs = X × [tk, tk+1]

として表せた。 E′× [0, 1] を Xj に制限³したファイバー束を E′
j とすると, ファイバー束の

増加列
E′

0 = E′ × {tk} ⊂ E′
1 ⊂ · · · ⊂ E′

s = E′ × [tk, tk+1]

³定義 3.2.9
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3. ファイバー束の分類

を得る。
そこで帰納的に求めるホモトピーが E′

j−1 上まで定義できたとする。 それを H̃j−1 とす
る。これを拡張して

H̃j : E
′
j × [0, 1] −→ E

を作りたい。 そのために, Xj を Xj−1 とそれ以外に分ける。1 ≤ j ≤ s に対し

Xj−1,j =
{
(x, t) ∈ O′

j × [tk, tk+1]
∣∣∣ τj−1(x) ≤ x ≤ τj(x)

}
とおくと, Xj = Xj−1 ∪Xj−1,j であり, その構成法から, Ui,k+1 と Vα が存在して

Xj−1,j ⊂ O′
j × [tk, tk+1]

O
′
j × [tk, tk+1] ⊂ Ui,k+1 × [tk, tk+1]

H(Ui,k+1 × [tk, tk+1]) ⊂ Vα

となる。

tk+1

tk

uj τj−1

Xj−1,j

OjO′
j X

図 3.4: X × [0, 1] の分割

また, E′
j−1,j = E′|Xj−1,j とおくと, E′

j = E′
j−1 ∪ E′

j−1,j である。 Vα 上での E → Y の局
所自明化写像を

φα(e) = (p(e), φ̄α(e))

と書き, (e, t) ∈ E′
j−1,j に対し

H̃j(e, t) = φ−1
α (H(p′(e), t), φ̄α(H̃j−1(e, τj−1(p

′(e)))))

とおく。明らかに E′
j−1,j 上では連続である。 また当然

H̃j |E′
j−1×[0,1] = H̃j−1
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3.3. ファイバー束とホモトピー

と定義する。E′
j−1,j と E′

j−1 の境界上, つまり t = τj−1(p
′(e)) の時には,

右辺 = φ−1
α (H(p′(e), t), φ̄α(H̃(e, t)))

= φ−1
α (p ◦ H̃(e, t), φ̄α(H̃(e, t)))

= φ−1
α ◦ φα(H̃(e, t))

= H̃(e, t)

となり H̃j−1 と一致する。これで H̃j−1 は E′
j 上に拡張された。以上により求める H̃ が

E′ × [0, 1] 上定義される。

演習問題 3.3.10. この H̃ が定理の条件を満たしていることを確かめよ。

上の証明で重要なアイデアは, X × [0, 1] を境界が連続関数のグラフで表わされているよ
うな閉集合に分割することである。 そのような閉集合で十分小さなものに分割しておい
て, それぞれの閉集合上で局所自明化を用いてホモトピーを定義するわけである。 それら
がうまく張り合わさって, 連続なホモトピーができていることを確かめるためには, 境界上
で一致していることをみればよかった。その際に使ったのは, 次の事実である。

補題 3.3.11. 位相空間 X の閉集合 A と B 上で定義されている連続写像

f : A −→ Y

g : B −→ Y

が f |A∩B = g|A∩B をみたすならば, 連続写像

f ∪ g : A ∪B −→ Y

で, (f ∪ g)|A = f かつ (f ∪ g)|B = g であるものが⼀意的に存在する。

演習問題 3.3.12. この補題を証明せよ。

よって, 定理 3.3.5 を一般化するためには, 上の証明の τj のような関数が存在すればよ
い。

定義 3.3.13. 位相空間 X の被覆 {Uα}α∈A が与えられたとする。 この被覆に従属する 1

の分割 (partition of unity) とは, 連続関数の族

fγ : X −→ [0, 1] (γ ∈ Γ)

で次の条件をみたすものである:

1. {Supp(fγ)}γ∈Γ は局所有限な X の被覆である。つまり

X =
∪
γ∈Γ

Supp(fγ)
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3. ファイバー束の分類

であり, また任意の x ∈ X に対し, x の開近傍 U で有限個の Supp(fγ) としか交わら
ないものが存在する。 ここで

Supp(fγ) = {x ∈ X | fγ(x) ̸= 0}

である。

2. 任意の x ∈ X に対し ∑
γ∈Γ

fγ(x) = 1

である。

3. 任意の γ ∈ Γ に対し
Supp(fγ) ⊂ Uα

となる α ∈ A が存在する。

それに従属する 1 の分割を持つ被覆を numerable な被覆という。

上の定義で, numerable な被覆は開被覆でなくてもよいことに注意する。 Dold は, この
numerable な被覆という概念を用いて定理 3.3.5 を一般化した。

定理 3.3.14. {Uα}α∈A を位相空間 B の numerable な被覆とし,

p : E −→ B

をファイバー束とする。各 Uα 上で p が⾃明ならば, 任意の位相空間 X に対し定理 3.3.5
が成り⽴つ。

証明. 省略。興味のある読者は, Dold の論文 [Dol63] を参照されたい。

注意 3.3.15. この定理では, 仮定は X に対する条件ではなく B の条件であることに注意
する。なお, Dold はファイバー束に限らず一般の連続写像 p : E → B を扱っている。

実は, Dold が証明したのは定理 3.3.14 ではなく, それと同値な次の形である。

系 3.3.16 (被覆ホモトピー定理). p : E → Bを ファイバー束,

f : X −→ B

f̃ : X −→ E

を連続写像で
E

X B
��
p

??��������

f̃

//f
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3.3. ファイバー束とホモトピー

を可換にするものとする。更に H : X × [0, 1] → B を f から始まる ホモトピー, つまり
H(x, 0) = f(x) であるものとする。
このとき, もし B が numerable な被覆を持つなら, ホモトピー

H̃ : X × [0, 1] −→ E

で H̃(x, 0) = f̃(x) かつ
E

X × [0, 1] B
���
� �
��
� �
��

p

??�������������

H̃

//H

を可換にするものが存在する。

これも定理 3.3.5 のように図式で描いた方が覚え易い。

X × {0} E

X × [0, 1] B

� _

���
� �
� �
��
� �

//f̃

���
� �
��
� �
� �

p

//H

??

∃H̃

被覆ホモトピー定理は, 四角が可換であるとき, 斜めの点線の写像 H̃ で二つの三角を可
換にするようなものが存在することをいっている。

系 3.3.16 の証明. 定理 3.3.14 で E′ → X を自明束 X
=−→ X に取れば良い。

実は定理 3.3.14 は系 3.3.16 と同値なのであるが, それは読者各自で確かめてもらいた
い。

演習問題 3.3.17. 系 3.3.16 から定理 3.3.14 を導け。

Dold の定理 3.3.14 が適用できるのは, 例えば次の場合である。

定義 3.3.18. 位相空間 X がパラコンパクト (paracompact) であるとは, X の任意の開被
覆 {Uα}α∈A が局所有限な細分を持つことである。つまり X の開被覆 {Vβ}β∈B で, 次の条
件をみたすものが存在する。

1. 任意の β ∈ B に対し Vβ ⊂ Uα となる α ∈ A が存在する。

2. 任意の x ∈ X に対し, x の開近傍 U で, U と交わる Vβ は有限個しか存在しないもの
が存在する。

定理 3.3.19. パラコンパクト Hausdorff空間は任意の開被覆に従属する1の分割を持つ。
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3. ファイバー束の分類

証明. 省略。位相空間論の教科書, 例えば Dugundi の本 [Dug78] の Chapter VIII §4 を参
照。

系 3.3.20. B をパラコンパクト Hausdorffとし,

p : E −→ B

をファイバー束とする。すると任意の位相空間 X に対し系 3.3.16 が成り⽴つ。

本節を終わる前に, もう一つ定理 3.3.5の系を述べる。

系 3.3.21. X がパラコンパクトHausdorffで, p : E → X×[0, 1]がファイバー束なら, X 上
のファイバー束 p′ : E′ → X が存在し, p : E → X× [0, 1]は p′×1[0,1] : E′× [0, 1]→ X× [0, 1]
と同型になる。

証明. i0 : X = X × {0} ↪→ X × [0, 1] を包含写像として, E′ = i∗0(E) とおく。よって束写像

E′ E

X X × [0, 1]

//

���
� �
��
� �
� �

p′

���
� �
��
� �
��

p

//i0

を得る, ここで E′ は E の部分空間であり, p′ は p の制限である。 定理 3.3.5 を使うため
に, 底空間の間のホモトピー H が必要であるが, それには恒等写像

H = 1X×[0,1] : X × [0, 1]
=−→ X × [0, 1]

を使えば良い。H(x, 0) = (x, 0) = i0(x) だから定理 3.3.5 の仮定をみたし, 束写像

E′ × [0, 1] E

X × [0, 1] X × [0, 1]

//H̃

��

p′×1[0,1]

��

p

//H

を得る。しかし H は恒等写像なので, 定義によりこれはファイバー束の同型である。

この系から導かれる結果として重要なのが, 次の定理である。これは, ファイバー束とホ
モトピーの関係の内で最も顕著なものの一つであり, 次節のファイバー束の分類に於いて
重要な役割を果たす。

定理 3.3.22. p : E → Y をファイバー束とする。f0, f1 : X → Y を連続写像で f0 ≃ f1 で
あるものとする。もし X がパラコンパクト Hausdorffならば, ファイバー束の同型

f∗0 (E) ∼= f∗1 (E)

↓ ↓
X = X
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3.4. ファイバー束の分類: 単純な場合

を得る。

証明. H : X × [0, 1] → Y を f0 から f1 へのホモトピーとする。 E の H によるプルバッ
ク H∗(E) は, X × [0, 1] 上のファイバー束である。 上の系により, X 上のファイバー束
E′ → X が存在し, ファイバー束の同型

H∗(E) ∼= E′ × [0, 1]

を得る。また各 t ∈ [0, 1] に対し

it : X = X × {t} ↪→ X × [0, 1]

を包含写像とすると

f0 = H ◦ i0

f1 = H ◦ i1

であるから命題 3.2.6を用いれば,

f∗0 (E) = (H ◦ i0)∗(E) = i∗0(H
∗(E)) ∼= i∗0(E

′ × [0, 1])

f∗1 (E) = (H ◦ i1)∗(E) = i∗1(H
∗(E)) ∼= i∗1(E

′ × [0, 1])

となる。しかし任意のt ∈ [0, 1]に対し

E′ = E′ × {t} ↪→ E′ × [0, 1]

↓ ↓
X = X × {t} it−→ X × [0, 1]

は束写像だから命題 3.2.5により E′ ∼= i∗1(E
′ × [0, 1]) となる。 よって

f∗0 (E) ∼= i∗0(E
′ × [0, 1]) ∼= E′ ∼= i∗1(E

′ × [0, 1]) ∼= f∗1 (E)

となり定理は証明された。

3.4 ファイバー束の分類: 単純な場合

前節では, ホモトピーとファイバー束の関係を調べた。本節では, ホモトピーの意味で単
純な空間の上のファイバー束を調べる。 ホモトピーの意味で最も単純な空間は, 可縮な空
間と呼ばれるものである。

定義 3.4.1. 空間 X が可縮 (contractible) であるとは, X が連続的に一点に縮められるこ
とである。より正確には, X の中の一点 x0 ∈ X とホモトピー

H : X × [0, 1] −→ X
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3. ファイバー束の分類

で任意の x ∈ X に対し

H(x, 0) = x

H(x, 1) = x0

であるものが存在することである。別の言い方をすれば X の恒等写像 1X と x0 への定値
写像 cx0 の間のホモトピーが存在することである。 このホモトピー H を X の x0 への
contraction という。

x0

図 3.5: 可縮な空間

演習問題 3.4.2. n次元のディスク

Dn = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x21 + · · ·+ x2n ≤ 1
}

および Rn が可縮であることを証明せよ。より一般に Rn の凸集合は可縮であることを示
せ。

前節の結果より, 可縮な空間上には単純なファイバー束しか存在しないだろうと予想さ
れる。

定理 3.4.3. X をパラコンパクト Hausdorff空間, p : E → X をファイバーが F のファイ
バー束とする。もし X が可縮なら E は⾃明束と同型, つまり束写像

X × F
∼=−→ E

↓ ↓
X = X

が存在する。

証明. X が可縮なので, x0 ∈ X と, 1X と cx0 の間のホモトピー H : X × [0, 1]→ X が存在
する。定理 3.3 により同型

1∗X(E) ∼= c∗x0
(E)
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3.4. ファイバー束の分類: 単純な場合

を得る。しかし,

1∗X(E) = {(x, e) ∈ X × E | 1X(x) = p(e)}

= {(x, e) ∈ X × E |x = p(e)}

= {(p(e), e) ∈ X × E | e ∈ E}

∼= E

であり

c∗x0
(E) = {(x, e) ∈ X × E | cx0(x) = p(e)}

= {(x, e) ∈ X × E |x0 = p(e)}

= X × {e ∈ E |x0 = p(e)}

= X × p−1(x0)

= X × F

よって E ∼= X × F である。

この定理により, 可縮な空間の上のファイバー束は完全に分類された。 特に, n次元のデ
ィスク Dn上のファイバー束はすべて自明である。

可縮な空間の次に単純な空間としては, 例えば, 可縮な空間をふたつ張り合わせた空間が
考えられる。 例として球面上のファイバー束を考えよう。

Sn+ = {(x0, · · · , xn) ∈ Sn |xn ≥ 0}

Sn− = {(x0, · · · , xn) ∈ Sn |xn ≤ 0}

を n次元球面 Sn の上半及び下半球面とすると

Sn = Sn+ ∪ Sn− (3.6)

である。また Sn+ も Sn− も Dn に同相であり可縮である。 G を位相群とし p : E → Sn を
F をファイバーとするファイバー束とする。

i+ : Sn+ ↪→ Sn

i− : Sn− ↪→ Sn

を包含写像とすると, Sn+, Sn− は可縮だから E の Sn+, Sn− への制限 i∗+(E), i∗−(E) は自明で
ある。

φ+ : i∗+(E)
∼=−→ Sn+ × F

φ− : i∗−(E)
∼=−→ Sn− × F

を自明化とする。 これらを用いて「分類写像」を次のように定義する。
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3. ファイバー束の分類

定義 3.4.4. 上記の仮定の下で, 合成

(Sn+ ∩ Sn−)× F
φ−1

+−→ p−1(Sn+ ∩ Sn−)
φ−−→ (Sn+ ∩ Sn−)× F (3.7)

を考える。この写像の adjoint

Sn−1 ∼= Sn+ ∩ Sn− −→ Homeo(F )

を B(p) とかき, p の分類写像という。

ここで p が構造群 G を持つとしよう。 構造群を考えるためには座標変換が必要に
なる。Sn+ と Sn− は開集合ではないが, 少し膨らませれば可縮な開集合になる。例えば
0 < ε < 1 を取り

U+,ε = {(x0, · · · , xn) ∈ Sn |xn ≥ −ε}

U−,ε = {(x0, · · · , xn) ∈ Sn |xn ≤ ε}

ととればよい。 i±,ε : U±,ε ↪→ Sn を包含写像とすると, U±,ε が可縮なことから, ファイバー
束の同型

φ±,ε : i
∗
±,ε(E)

∼=−→ U±,ε × F

を得る。よって (3.7) と同様に

Φ+− : U+,ε ∩ U−,ε −→ Homeo(F )

を得るが, もし φ±,ε が p の構造群を G と考えたときの局所自明化写像になっている場合,

G Homeo(F )

U+,ε ∩ U−,ε

//
77oooooooo Φ+−

gg

Φ+−

を可換にする写像 Φ+− を得る。この場合, その制限

Sn−1 = Sn+ ∩ Sn− ↪→ U+,ε ∩ U−,ε
Φ+−−→ G

を分類写像と呼ぶことにし, 同じ記号 B(p) で表すことにする。
さて, 分解 (3.6) により E は自明束 Sn+ ×G と Sn− ×G を座標変換写像 により張り合わ

せてできたと考えられる。構造群が G だから, 座標変換 (3.7) あるいはその U+ ∩ U− への
拡張は連続写像 B(p) によって定まっている。この写像が分類写像と呼ばれる意味は, 次の
定理で与えられる。

定理 3.4.5. G を弧状連結な位相群として

p : E −→ Sn

p′ : E′ −→ Sn
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3.4. ファイバー束の分類: 単純な場合

を G を構造群に持つファイバー束とする。 E と E′ が共にある 0 < ε < 1 に対し, 局所⾃
明化

ψ±,ε : p−1(U±,ε) −→ U±,ε ×G

ψ±,ε : (p′)−1(U±,ε) −→ U±,ε ×G

を持つとする。 このとき E と E′ が同型になるための必要⼗分条件は, 分類写像 B(p) と
B(p′) がホモトピック B(p) ≃ B(p′) となることである。

この定理の証明のためには, 命題 3.1.21 の次の改良版が必要になる。

命題 3.4.6. E p−→ B, E′ p′−→ Bを同じファイバー F と構造群 G を持ち, G の F への作⽤
も同じであるファイバー束とする。
{Fi}i=1,...,n を B の有限閉被覆で, 各i に対し Fi ⊂ Ui であり, Ui 上で E と E′ の局所⾃

明化が与えられている開集合 Ui が存在するとする。
各 1 ≤ i, j ≤ n に対し,

{
Φij : Fi ∩ Fj → G

}
,
{
Ψij : Fi ∩ Fj → G

}
をそれぞれ E と E′

の座標変換の制限とする。このとき E と E′ が同型になるための必要⼗分条件は, 各
1 ≤ i ≤ n に対し, 連続写像

λi : Fi −→ G

で, 任意の 1 ≤ i, j ≤ n と x ∈ Fi ∩ Fj に対し

λj(x)
−1Ψij(x)λi(x) = Φij(x)

となるものが存在することである。

証明. 必要条件の方は, 命題 3.1.21 から従う。 十分条件であることの証明もほとんど命題
3.1.21 の証明と同じである。 命題 3.1.21 のときは, 各 α について写像 f̃α : p−1(Uα) →
p′

−1
(Uα) を作り, それらを貼り合せて f̃ : E → E′ を作った。 そこで使ったのは, 補題

3.1.22 だった。
閉集合について対応する事実としては, 補題 3.3.11 がある。これを繰り返し使えば, 十

分条件であることが証明できる。

定理 3.4.5 の証明. 必要条件(=⇒): B(p), B(p′) は局所自明化によって定義されているの
で, 局所自明化とファイバー束の同型の関係を述べた命題 3.1.21 あるいは, その閉被覆版
(命題 3.4.6) を用いる。

f̃ : E −→ E′

がファイバー束の同型を与えているとする。命題 3.1.21 により, f̃ は

λ+ : U+,ε −→ G

λ− : U−,ε −→ G
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3. ファイバー束の分類

によって定まる。B(p), B(p′) は, それぞれ E, E′ の座標変換の制限だったから, 任意の
x ∈ Sn−1 = Sn+ ∩ Sn− に対し

B(p)(x) = λ−(x)
−1B(p′)(x)λ+(x)

である。この λ± を用いて B(p) と B(p′) の間のホモトピーを作りたい。
まず Sn+ は可縮だったから Sn+ を x0 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn−1 に縮めるホモトピーを

H+ : Sn+ × [0, 1] −→ Sn+

とおく。x ∈ Sn+ に対し

H+(x, 0) = x

H+(x, 1) = x0

である。この H+ を用いて (x, t) ∈ Sn+ × [0, 1] に対し

h+(x, t) = λ+(H+(x, t))

とおく。同様に Sn− を x0 に縮めるホモトピーを

H− : Sn− × [0, 1] −→ Sn−

とし
h−(x, t) = λ−(H−(x, t))

とおく。最後に, (x, t) ∈ Sn−1 × [0, 1] に対し

F (x, t) = h−(x, t)
−1B(p′)(x)h+(x, t)

とおく。すると

F (x, 0) = h−(x, 0)
−1B(p′)(x)h+(x, 0)

= λ−(x)
−1B(p′)(x)λ+(x)

= B(p)(x)

F (x, 1) = h−(x, 1)
−1B(p′)(x)h+(x, 1)

= λ−(x0)
−1B(p′)(x)λ+(x0)

となる。
よって B(p) は, 写像 x 7→ λ−(x0)

−1B(p′)(x)λ+(x0) とホモトピックである。次にこの写

像と B(p′) を結ぶホモトピーを作る。仮定より G は弧状連結, よって

 λ−(x0) と e

λ+(x0) と e


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を結ぶ道

 w− : [0, 1] −→ G

w+ : [0, 1] −→ G

 が存在する。ここで e は G の単位元である。 (x, t) ∈

Sn−1 × [0, 1] に対し
G(x, t) = w−(t)

−1B(p′)(x)w+(t)

とおくと

G(x, 0) = F (x, 1)

G(x, 1) = B(p′)(x)

故に, このふたつのホモトピーを併せて

B(p) ≃ B(p′)

を得る。
十分条件(⇐=): 逆に B(p) と B(p′) がホモトピックであるとする。x ∈ Sn−1 に対し

L(x) = B(p′)(x)−1B(p)(x)

とおくと, B(p) と B(p′) の間のホモトピーを用いて

L ≃ ce

を与えるホモトピー
H : Sn−1 × [0, 1] −→ G

を作ることができる。ここで ce は, G の単位元 e への定値写像である。

H(Sn−1 × {1}) = ce(S
n−1) = {e}

より, H は
H̃ : Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × {1} −→ G

を誘導する。ところが, Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × {1} は Sn+ と同相である。

Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × {1}

∼=

Sn+

図 3.6: 円錐と半球の間の同相
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3. ファイバー束の分類

よって H̃ は写像

λ+ : Sn+ −→ G

とみなすことができる。 また

λ− = ce : U−,ε −→ G

とおく。Φ
+− と Φ′+− を, それぞれ, E と E′ の座標変換とすると x ∈ Sn+ ∩ Sn− に対し,

λ−(x)
−1Φ′+−

(x)λ+(x) = e · Φ′+−
(x)H̃(x, 1)

= Φ′+−
(x)L(x)

= B(p′)(x)B(p′)(x)−1B(p)(x)

= B(p)(x)

となり, 命題 3.4.6 により E は E′ と同型になる。

演習問題 3.4.7. 上の定理で G が弧状連結でない場合を考察せよ。 例えば S1 上の被覆空
間の場合はどうか。

上の証明で重要だったのは次のことである。

補題 3.4.8. 連続写像

f : X −→ Y

が定値写像 cy0 にホモトピックであることと, f の拡張

f̃ : X × [0, 1]/X × {1} −→ Y

で f̃([x, 1]) = y0 であるものが存在することは同値である。ここで

X = X × {0} ⊂ X × [0, 1]/X × {1}

とみなしている。

これについては§3.6でより詳しくみる。

定義 3.4.9. 位相空間 X に対し X × [0, 1]/X × {1} を X の 錐 (cone) といい, CX で表わ
す。

演習問題 3.4.10. 任意の X に対し CX が可縮であることを示せ。

演習問題 3.4.11. CSn−1 が Dn と同相, よって Sn+ と同相であることを示せ。
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3.5. CW複体上のファイバー束の分類

3.5 CW複体上のファイバー束の分類

前節では, Dn (より一般に可縮な空間) 及び Sn 上のファイバー束に ついて調べた。もっ
と一般に, ディスク をいくつか張り合わせてできた空間を考えよう。

定義 3.5.1. X を位相空間とする。X の胞体分割 (cell decomposition) とは, 連続写像の
族 {φλ : Dnλ → X}λ∈Λ で次の条件を満たすものである:

1. 各 λ に対し, 制限 φλ : IntDnλ → X は中への同相である。

2. eλ = φλ(IntDnλ) とおくと X =
∪
λ∈Λ eλ であり, 各 eλ は互いに交わらない。

3. eλ = φλ(IntDn) のとき, dim eλ = n と書くことにする。また非負の整数 r に対し

X(r) =
∪
µ∈Λ

dim eµ≤r

eµ

とおき, これを X の r-skeleton ということにする。 すると dim eλ = n のとき

φλ(∂D
n) = φλ(S

n−1) ⊂ X(n−1)

が成り立つ。

胞体分割された Hausdorff空間を, 胞体複体あるいは胞複体 (cell complex) という。
写像達 {φλ}λ∈Λ だけでなく, {eλ}λ∈Λ 或いは

X =
∪
λ∈Λ

eλ

という表示のことも胞体分割という。
各 eλ を胞体 (cell) といい, φλ を, eλ の特性写像 (characteristic map) という。n次元胞

体を単にn胞体 (n-cell) という。

例 3.5.2. 図 3.7 のように S1 を分割する。 この分割により S1 は胞体複体になる。
同様に分割

S2 = e0+ ∪ e0− ∪ e1+ ∪ e1− ∪ e2+ ∪ e2−

を図3.8のように定義すれば, S2 は胞体複体になる。
一般に n次元球面 Sn は各次元に二個づつ胞体を持つ

Sn = e0+ ∪ e0− ∪ e1+ ∪ e1− ∪ · · · ∪ en+ ∪ en−

という形の胞体分割を持つ。

演習問題 3.5.3. 上の Sn の胞体の特性写像を具体的に与え, 胞体分割であることを示せ。
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3. ファイバー束の分類

e1+

e0+e0−

e1−

図 3.7: S1 = e0+ ∪ e0− ∪ e1+ ∪ e1−

e2+

e2−

e0− e0+

e1+

e1−

図 3.8: 球面の胞体分割

例 3.5.4. 例3.5.2の S1 の分割に縦の直径を加えると胞体分割にならない。 その境界が,
0-skeleton に含まれないからである。

前節での Sn 上のファイバー束の分類は, 本質的に例 3.5.2 の胞体分割を用いていること
に注意しよう。しかし, 球面の胞体分割が欲しいだけならもっと簡単なものがある。

例 3.5.5. e0 を Sn の任意の点として, en = Sn − {e0} とおく。en は n次元の開ディスク
と同相だから

Sn = e0 ∪ en

は Sn の胞体分割を与えている。

演習問題 3.5.6. e0 を Sn の任意の点としたとき, Sn − {e0} が Rn, よって Int(Dn) と同相
であることを示せ。

いきなり胞体複体の定義を書いてしまったが, まずこの定義の幾何学的な意味を考えて
みよう。 胞体分割の定義の三つの条件の内で, 最初の二つの条件は X がディスクの内部と
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e0− e0+

e1+

e1−

図 3.9: S1 に縦棒

Sn − {e0}

取る

∼= Int(Dn)

図 3.10: Sn の最小胞体分割

同相な部分に分割できるという意味である。では, 三番目の条件は何だろう。また胞体複
体の定義に Hausdorff という条件が入っているのも不思議である。
Hausdorff であることの必要性については, 命題 3.5.12 の証明で説明するので, 胞体分

割の定義の三番目の条件を考える。そのために, n胞体が一個で他の胞体は全て (n − 1)次
元以下である胞体複体 X を考えよう。 その n胞体を en とすると

X = X(n−1) ∪ en = X(n−1) ∪ en

と書ける。つまり X は (n− 1)-skeleton に en あるいは en を張り合わせたものであるが,
その張り合わせ方を詳しく見てみることにする。
3の条件から en の特性写像 φ は

φ|Sn−1 : ∂Dn = Sn−1 −→ X(n−1)

という写像を与える。φ(Int(Dn)) = en は X(n−1) とは交わらないから, X は Dn の境界を
φ|Sn−1 で X(n−1) に貼り付けてできた空間とよく似ている。
今は n胞体が一個だけであると仮定したが, 他に n胞体があっても同じである。つまり3

の条件があると, 胞体複体を 0胞体から始め, 帰納的に (n− 1)-skeleton に n胞体を張り付
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3. ファイバー束の分類

Dn
∼=

φ|Sn−1

Xn−1

図 3.11: 胞体を1個貼り付ける

けてできた空間とみなすことができそうである。 もしそうなら, 胞体複体に関する命題の
多くは, 次元についての帰納法で証明することができるため, 胞体複体は非常に有用な概念
になる。
しかしながら, ここで問題は位相である。 これについて詳しく考えるために次の定義が

必要になる。

定義 3.5.7. X と Y を位相空間とし, A ⊂ Y を部分空間, そして f : A→ Xを 連続写像と
する。このとき f により Y を X に貼り付けた空間 X ∪f Y を

X ∪f Y = (X ⨿ Y )/ ∼f

で定義する。ここで ∼f は a ∈ A に対し

a ∼f f(a)

という関係で生成された同値関係である。X ∪f Y の位相はもちろん商位相 (等化位相) で
ある。

例 3.5.8. X を一点 ∗ とし Y = Dn, A = ∂Dn = Sn−1 とする。 f : Sn−1 → ∗ を定値写像
とすると

X ∪f Y = ∗ ∪f Dn = Dn/∂Dn

である。これがSn と同相であることは, 次のように示すことができる。 例 3.5.5 の胞体分
割の n 胞体の特性写像を

φn : Dn −→ Sn

とすると, φn(∂Dn) = e0 なので, 連続写像

φ̃n : Dn/∂Dn −→ Sn
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3.5. CW複体上のファイバー束の分類

が誘導される。特性写像に関する条件より, これは全単射になる。 Dn/∂Dn がコンパクト
で, Sn が Hausdorff なので, これは同相写像になる。

さて, X を胞体複体とし
X =

∪
λ∈Λ

eλ

をその胞体分割,
φλ : Dn −→ X

を胞体 eλ の特性写像とするとき, この記号を用いると, 問題は各 nに対し同相

X(n) ∼= X(n−1) ∪⨿φλ|Sn−1
λ

 ⨿
dim eλ=n

Dn
λ


が得られるかどうかである。ここで Dn

λ は Dn のコピーである。 もちろん X(n−1) から
X(n) への包含写像と各 n胞体の特性写像 φλ により well-defined で連続な全単射

X(n−1) ∪⨿φλ|Sn−1

 ⨿
dim eλ=n

Dn
λ

 −→ X(n)

が誘導される (これがwell-definedで連続で全単射であることは, 読者各自確かめてもらい
たい)。 このとき左の空間には商位相が入っていて, 右の X(n) には X の部分空間としての
位相が入っている。 上の写像が連続な全単射であるということは, 左の空間の方が開集合
がたくさんあるというだけであり, 同相かどうかはわからないのである。

例 3.5.9. 任意の位相空間 X は 0胞体への胞体分割を持つ

X =
∪
x∈X

{x}

これを, 空集合に
⨿
x∈X D

0
x を貼り合せたと考えたときの位相は, 離散位相であり, 一般に

は X と同相にはならない。

そこで胞体複体の位相にもう少し条件を付けたものを考える。

定義 3.5.10. 胞体複体
X =

∪
λ∈Λ

eλ

が, 次の二つの条件を満たすときCW複体 (CW complex) という。

(C) 任意の胞体 eλ に対し, その閉包 eλ と交わる胞体は有限個しかない。

(W) A ⊂ X が X で閉であるための必要十分条件は, A ∩ eλ が全ての λ ∈ Λ について eλ

で閉であること, つまり

A ⊂ X : closed⇐⇒ A ∩ eλが各 eλ で閉

である。
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3. ファイバー束の分類

C は closure finite, W は weak topology の略である。

注意 3.5.11. このように条件を付けると, 対象となる空間が制限されてしまうように思え
るが, 一般に幾何学に現れる多くの空間は, CW複体の構造を持つことが知られている。例
えば, 微分幾何学での可微分多様体, 代数幾何学での (C 或いは R 上の) 代数多様体, 或い
は解析空間などはいつでもCW複体と思って良い。 例えば, [LW33; Mil63; 横田一78] など
を見よ。

期待通り, CW複体は (n− 1)-skeleton に n胞体を張り付けてできたものになっている。

命題 3.5.12. X をCW複体とし
X =

∪
λ∈Λ

eλ

をその胞体分割,
φλ : Dn −→ X

を eλ の特性写像とする。n ≥ 0 に対し

p̄n : X(n−1) ∪⨿φλ|Sn−1

 ⨿
dim eλ=n

Dn
λ

 −→ X(n)

を X(n−1) の包含写像 とn胞体の特性写像から誘導される写像とすると, これは同相写像で
ある。

証明. p̄n が連続な全単射であることはわかっているので, 後は閉写像であることを示せば
よい。

p : X(n−1) ⨿

 ⨿
dim eλ=n

Dn
λ

 −→ X(n−1) ∪⨿φλ|Sn−1

 ⨿
dim eλ=n

Dn
λ


を等化写像とすると, 等化位相の定義より

A ⊂ X(n−1) ∪⨿φλ|Sn−1

 ⨿
dim eλ=n

Dn
λ

 : closed⇐⇒ p−1(A) : closed

である。また
p−1(A) = (X(n−1) ∩A)⨿

(⨿
Dn
λ ∩ p−1(A)

)
であるから, A が閉集合なら X(n−1) ∩ A と各 Dn

λ ∩ p−1(A) は閉集合である。このとき
p̄n(A) が X(n) の閉集合であることを言いたい。CW複体の条件 (W) から, X(n) の胞体, つ
まり X の n次元以下の胞体 eµ に対し, p̄n(A) ∩ eµ が eµ で閉集合であることを示せばよ
い。 ここで,

p̄n(A) ∩ ēµ =

(
pn(X

(n−1) ∩A) ∪
∪
λ

pn(Dλ ∩ p−1(A))

)
∩ ēµ
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である。 条件 (C) より ēµ と交わる胞体の個数は有限個であることが保証されている。そ
れを eλ1 , . . . , eλk

とすると

p̄n(A) ∩ ēµ =
(
pn(X

(n−1) ∩A) ∪ pn(Dn
λ1
∩ p−1(A)) ∪ · · · ∪ pn(Dn

λk
∩ p−1(A))

)
∩ ēµ

=
(
pn(X

(n−1) ∩A) ∪ φλ1(D
n
λ1
∩ p−1(A)) ∪ · · · ∪ φλk

(Dn
λk
∩ p−1(A))

)
∩ ēµ

である。 pn は X(n−1) に制限するとX(n−1)への同相写像になるので, pn(X(n−1) ∩A) は閉
集合となる。後は, 各 φλi(D

n
λi
∩ p−1(A)) が閉集合であることが示されればよいが, それは

次の補題より分かる。 よって p̄n(A) ∩ ēµ は閉集合となる。

補題 3.5.13. CW複体 X の特性写像 φλ : Dn → ēλ は閉写像である。

証明. Dnはコンパクトであり, 胞体複体の定義より, X は Hausdorff である。 故に φλ は
閉写像である。

注意 3.5.14. 上の証明からわかるように, 胞体複体の定義で Hausdorff という条件は, 特
性写像

φλ : Dn −→ eλ

が閉写像, よって等化写像となるために必要である。
また, 証明からCW複体の (C) の条件も必要であることがわかるだろう。

演習問題 3.5.15. X がCW複体ならばその n-skeleton X(n) もCW複体であることを示せ。

演習問題 3.5.16. X がCW複体ならば X(n) は X の閉集合であることを示せ。

例 3.5.17. 例 3.5.2 と例 3.5.5 の胞体分割で Sn はCW複体になる。

より一般に次が成り立つ。

命題 3.5.18. 胞体の数が有限な胞体複体はCW複体である。

演習問題 3.5.19. これを示せ。

あといくつか関連した言葉を定義しておく。

定義 3.5.20. X を胞体複体とするとき,

dimX =

 max{dim eλ|eλ ⊂ X : cell}, max が存在すれば
∞, maxが存在しなければ

と定義し X の次元という。
X の胞体の数が有限個の時, X を有限複体 (finite complex) という。
X の閉集合 A ⊂ X が X の胞体の和集合で表されているとき, A は X の部分複体

(subcomplex) であるという。
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これからCW複体上のファイバー束の分類について考えていくことにしよう。 定理
2.6.7により, 主 G束についてのみ考えれば良い。 そこで次の記号を用意する。

定義 3.5.21. G を位相群とする。空間 X 上の主 G束の同型類全体の集合を PG(X) と書
く。

この記号を使えば, 我々がこれからやりたいのは位相群 G とCW複体 X に対し PG(X)

の構造を X のCW複体の構造 (cellの張り付き方) を用いて記述することである。そのため
に次のものを考える必要がある。

定義 3.5.22. X から Y への連続写像全体の集合 Map(X,Y ) をホモトピックという同値関
係 ≃ (定義 3.3.1) で割ったものを [X,Y ] と書き X から Y へのホモトピー集合 (homotopy
set) という。

これらの記号を用いると, 我々の目標とする結果は次のように述べられる。

定理 3.5.23 (分類定理). G を（ある条件を満たす）位相群とすると, 空間 BG と主 G束

p : EG −→ BG

が存在し, 任意のCW複体 X に対し [f ] 7−→ f∗(EG) で与えられる対応,

B : [X,BG] −→ PG(X)

は全単射である。つまり, 任意の X 上の主 G束

E −→ X

に対し, 写像
f : X −→ BG

で f∗(EG) ∼= E となるものが存在する。

E f∗(EG) EG

X BG
���
��
� �
� �
��

//∼= //

���
� �
��
� �
� �

//
∃f

また f, g が共にそのような写像ならば, それらはホモトピック f ≃ g である。

注意 3.5.24. 位相群 G についての条件は, 証明の中で明らかになるであろう。以下で 主
G束

p : EG −→ BG

の構成法を三種類説明するが, 位相群についての条件は, その構成法に依るのでここで書く
わけにはいかないのである。 いずれにせよこの条件はあまり強くないので, たいていの位
相群は満足する。
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この定理の証明にはいろいろな道具が必要になるので, ここでいきなり証明を始めるわ
けにはいかない。まずは次節で, CW複体とホモトピー集合との関係を調べることにしよ
う。

3.6 CW複体とホモトピー

本節では, 後に必要になるCW複体のホモトピー論的な性質を述べる。

命題 3.5.12 で見たように, CW複体は様々な次元のディスクを張り合わせてできたもの
と考えられるが, ディスク自体は可縮なので, ホモトピー論的には何の情報も持っていな
い。 しかし, そのディスク達を張り合わせるときは, それぞれの胞体の特性写像を境界に
制限した写像で張り合わせていた。 そこでディスクの境界 ∂Dn = Sn−1, つまり球面から
の写像が重要になってくる。

定義 3.6.1. 空間 X が n連結 (n-connected) であるとは, 任意の k ≤ n に対し k次元球面
から X へのホモトピー集合が一点からなること

[Sk, X] = {∗}

と定義する。言い替えれば, k ≤ n なら任意のふたつの連続写像

f, g : Sk −→ X

がホモトピック f ≃ g になることである。

0連結ということは別の言い方ができる。

補題 3.6.2. X が 0連結ということと, 弧状連結であるということは同値である。

証明. X が 0連結であるとする。任意の点 x0, x1 ∈ X に対し写像

f : S0 −→ X

g : S0 −→ X

を

f(1) = x0, f(−1) = x0

g(1) = x0, g(−1) = x1

で定義する。ここで
S0 =

{
x ∈ R

∣∣x2 = 1
}
= {1,−1}

とみなしている。f も g も連続であるから, X が 0連結であるという仮定により f と g は
ホモトピックである。

H : S0 × [0, 1] −→ X
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を f と g のホモトピーとする。このホモトピーを使って

w(t) = H(−1, t)

とおけば

w(0) = H(−1, 0) = f(−1) = x0

w(1) = H(−1, 1) = g(−1) = x1

なので w は x0 と x1 を結ぶ道になり, X が弧状連結であることが証明された。
逆は, 今の証明を逆にたどるだけなので読者の練習問題とする。

演習問題 3.6.3. 上の証明を完成させよ。つまり, X が弧状連結であると仮定して, 0連結
であることを証明せよ。

ここで基点付き空間の概念を導入する。その理由の一つは, 次に定義する基点付きのホ
モトピー集合が, 多くの場合群, さらにはAbel群 (可換群) の構造を持つことである。単な
る集合より, 群, さらにはAbel群の方がずっと扱い易いのである。

定義 3.6.4. 基点付き空間 (based space, pointed space) とは, 位相空間 X でその中の
一点 x0 ∈ X が指定されているもののことである。これを組 (X,x0) と考えても良い。x0

を基点 (base point) という。 基点をいちいち書くのは面倒なので, 基点付き空間のことも
普通の空間のように, 単に X と書くことが多い。
(X,x0), (Y, y0)が基点付き空間の時, (X,x0)から (Y, y0)への基点を保つ写像 (base point

preserving map, pointed map) とは, 連続写像

f : X −→ Y

で f(x0) = y0 となるもののことである。基点付き空間の間の写像は, 基点を保つものだけ
を考える。

f : (X,x0) −→ (Y, y0)

g : (X,x0) −→ (Y, y0)

が基点を保つ写像の時, f と g の間の基点を保つホモトピーとは f と g の間のホモトピー

H : X × [0, 1] −→ Y

で任意の t ∈ [0, 1] に対し H(x0, t) = y0 であるものとする。 このときも普通のホモトピー
と同じ記号で f ≃ g と書く。
X から Y への基点を保つ写像全体の集合を Map((X,x0), (Y, y0)) と書く。基点が明らか

なときは, 基点を省略して Map∗(X,Y ) と書く。 また, その基点を保つホモトピーによる
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3.6. CW複体とホモトピー

同値類の集合⁴を
[(X,x0), (Y, y0)]∗ = [X,Y ]∗ = Map∗(X,Y )/ ≃

と表わし, X から Y への基点付きホモトピー集合 (based homotopy set) という。基点へ
の定値写像, およびそのホモトピー類も ∗ で表わす。

基点付きのホモトピー集合の中で最も重要なのは X = Sn の時であるので, これに名前
を付ける。

定義 3.6.5. e0 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1 を基点とし, Sn を基点付き空間とみなす。基点付き
空間 (X,x0) に対し

πn(X,x0) = [(Sn, e0), (X,x0)]∗

とおく。後でみるように, n ≥ 1 ならこれは群になるので, これを X の n次ホモトピー群
(homotopy group) という。 基点が文脈から明らかな場合は省略し, πn(X) と書く。

ホモトピー群を用いると, 空間が n連結であるということは次のように述べられる。

命題 3.6.6. (X,x0) を弧状連結な基点付き空間とするとき, 次の三つの条件は同値であ
る。

1. X が n連結, つまり k ≤ n に対し [Sk, X] = {∗} である。

2. k ≤ n に対し, πk(X,x0) = {∗} である。

3. k ≤ n なら, 任意の連続写像 f : Sk → X に対し F |Sk = f であるような連続写像

F : Dk+1 −→ X

が存在する。つまり, 任意の f : Sk → X は Dk+1 からの写像に拡張できる。

証明のアイデアは補題 3.4.8と同じである。 基点に注意するだけである。

証明. (1) と (3) の同値性だけを証明する。 (2) と (3) の同値性は, 基点に気をつければほ
とんど同様に証明できるので, 練習問題とする。
(1) =⇒ (3):
k ≤ n とする。x0 を X の基点として,

cx0 : Sk −→ X

を x0 への定値写像とする。X が n連結なので, 任意の写像

f : Sk −→ X

⁴つまり, Map∗(X,Y ) を基点を保ってホモトピックという同値関係で「割った集合」
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は cx0 とホモトピックである。

H : Sk × [0, 1] −→ X

を cx0
と f の間のホモトピーとする。

H(Sk × {0}) = cx0(S
k) = {x0}

よりHは
H̃ : Sk × [0, 1]/Sk × {0} −→ X

を誘導する。しかし演習問題 3.4.11 でみたように

Sk × [0, 1]/Sk × {0} ∼= Dk+1

と同一視され, H̃ を F |Sk = f である写像

F : Dk+1 −→ X

と見なすことができる。

Sk × [0, 1]/Sk × {1}

∼=

Dk+1

図 3.12: 円錐とディスクの間の同相

(3) =⇒ (1): 任意の連続写像 f, g : Sk → X に対し, f と g の間のホモトピーを作ればよい。
f に対し

F : Dk+1 −→ X

をその拡張とする。
p : Sk × [0, 1] −→ Sk × [0, 1]/Sk × {0}

を射影とし, H : Sk × [0, 1]→ X を次の合成で定義する。

Sk × [0, 1]
p−→ Sk × [0, 1]/Sk × {0} ∼= Dk+1 F−→ X

すると x ∈ Sk に対し,

H(x, 0) = F (0)

H(x, 1) = F |Sk(x) = f(x)
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3.6. CW複体とホモトピー

である。特に H(x, 0) は定値写像である。 x0 = F (0) とおくと, H は f と定値写像 cx0 の
間のホモトピーを与える。
同様に g に対しても, g とある定値写像 cx1 との間のホモトピー G ができる。
ここで, h : S0 → X を

h(1) = x0

h(−1) = x1

で定義し, その拡張を
h̃ : D1 = [0, 1] −→ X

とする。この h̃ により cx0 と cx1 の間のホモトピーが得られ, H と G と繋げれば f と g

の間のホモトピーができる。

演習問題 3.6.7. e0 を Sn の基点とするとき,

Sn × [0, 1]/Sn × {0} ∪ {e0} × [0, 1] ∼= Dn+1

を示し, (2) と (3) が同値であることを証明せよ。

定義 3.6.8. 基点付き空間 (X,x0) に対し

X × [0, 1]/(X × {1} ∪ {x0} × [0, 1])

を X の約錐 (reduced cone) という。 これも錐と同じ記号 CX で表わすことにする。

演習問題 3.6.9. 任意の基点付き空間 X に対し, その約錐は基点を保って可縮であること
を示せ。

さて上に述べたように, 基点付き空間を考える理由の一つは, n ≥ 1 に対し πn(X,x0) が
群の構造を持つことである。ここで, その群の構造を定義しよう。 まず次の定義が必要に
なる。

定義 3.6.10. X と Y を基点付きの空間とする。X と Y のウェッジ和 (wedge) とは, X
と Y を基点でくっつけた空間のことであり, X ∨ Y と書く。 より正確には, x0, y0 をそれ
ぞれ X, Y の基点としたとき, X × Y の部分空間として

X ∨ Y = X × {y0} ∪ {x0} × Y ⊂ X × Y

と定義されるものである。

定義 3.6.11. k ≥ 1 の時
pinch : Sk −→ Sk ∨ Sk
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3. ファイバー束の分類

X Y

図 3.13: ウェッジ和

Sk

pinch−→

Sk ∨ Sk

図 3.14: 赤道をつぶす写像

を, 赤道をつぶす (pinch) ことによって得られる写像とする。ただし, 赤道とは

E =
{
(x0, . . . , xk) ∈ Sk

∣∣xk = 0
}

で定義される Sk の部分空間である。
また, 基点付き空間 X に対し

fold : X ∨X −→ X

を各 X 上で恒等写像である写像とする。つまり,

fold(x, x′) =

x, if x′ = x0

x′, if x = x0

で定義される写像である。
これは X の基点を中心にして折り畳む写像 (folding map) である。
この二つの写像を用いて, 基点を保つ写像 f, g : Sk → X に対し,

f + g : Sk −→ X

144



3.6. CW複体とホモトピー

図 3.15: 折り畳む写像

を
Sk

pinch−→ Sk ∨ Sk f∨g−→ X ∨X fold−→ X

の合成で定義する。

演習問題 3.6.12. Sk の赤道を一点に潰した空間と Sk ∨ Sk が同相であることを示せ。

この「+」の定義は少し曖昧である。例えば, 写像 pinch は絵で説明されているだけで,
具体的な定義は何も与えられていない。実際, 普通のトポロジーの教科書に書いてあるも
のは, 多くの場合これとは異なったものである。それを述べるためには, 位相空間対の概念
が必要になる。

定義 3.6.13. 位相空間 X とその部分空間 Aの組 (X,A)を位相空間対 (pair of topological
spaces) という。(Y,B) も位相空間対とする。 連続写像 f : X → Y が f(A) ⊂ B をみたす
とき, f を位相空間対の間の写像といい

f : (X,A) −→ (Y,B)

と表わす。g : (X,A) → (Y,B) も位相空間対の写像のとき, f から g へのホモトピーとは,
通常の意味の f から g へのホモトピー

H : X × [0, 1] −→ Y

で, 任意の a ∈ A と t ∈ [0, 1] に対し H(a, t) ∈ B をみたすものとする。
(X,A) から (Y,B) への位相空間対の写像全体の集合を Map((X,A), (Y,B)) と書き, その

(位相空間対の) ホモトピー類の集合を [(X,A), (Y,B)] と表わす。これを位相空間対のホモ
トピー集合という。

注意 3.6.14. A と B が共に1点の場合が, 基点付きホモトピー集合である。
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補題 3.6.15. 基点付き位相空間 (X,x0) に対し, ⾃然な全単射

[([0, 1]n, ∂[0, 1]n), (X,x0)] ∼= πn(X,x0)

がある。

証明には次の同相が本質的である。

演習問題 3.6.16. Rn の一点コンパクト化を Rn∪{∞}で表わす。写像 τ : [0, 1]n/∂[0, 1]n →
Rn ∪ {∞} を

τ([x1, . . . , xn]) =


(
tan 2πx1−1

2 , . . . , tan 2πxn−1
2

)
, if (x1, . . . , xn) ̸∈ ∂[0, 1]n

∞, if (x1, . . . , xn) ∈ ∂[0, 1]n

で定義すると, これは同相写像であることを示せ。

補題 3.6.15 の証明. まず写像

π : Map (([0, 1]n, ∂[0, 1]n), (X,x0)) −→Map∗(S
n, X)

を定義しよう。f : ([0, 1]n, ∂[0, 1]n)→ (X,x0) に対し, f(∂[0, 1]n) = {x0} なので,

f̄ : [0, 1]n/∂[0, 1]n −→ X

が誘導される。 ここで, 演習問題 3.5.6 から同相 Sn ∼= Rn ∪ {∞} が得られることに注意す
る。 この同相写像と演習問題 3.6.16 の同相写像を合成すると同相 Sn ∼= [0, 1]n/∂[0, 1]n が
得られる。これと f̄ を合成したものを π(f) : Sn → X と定義すると, これは基点を保つ写
像である。この構成により, 位相空間対のホモトピーが基点を保つホモトピーを誘導する
ことはすぐに分かる。 よって, 写像

π : [([0, 1]n, ∂[0, 1]n), (X,x0)] −→ πn(X,x0)

が得られた。
基点を保つ写像, f : Sn → X に対し, 合成 [0, 1]n → [0, 1]n/∂[0, 1]n ∼= Sn

f−→ X は位相空
間対の写像 ([0, 1]n, ∂[0, 1]n)→ (X,x0) を定めるので, π は全射になる。 単射を示すために,
[f ], [g] ∈ [([0, 1]n, ∂[0, 1]n), (X,x0)] を取る。π([f ]) = π([g]) と仮定すると, f̄ と ḡ は基点を
保ってホモトピックになる。そのホモトピーを H とする。合成

[0, 1]n → [0, 1]n/∂[0, 1]n
H−→ X

は, f と g の間の位相空間対のホモトピーになり, [f ] = [g] を得る。
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注意 3.6.17. 命題の主張で用いた「自然な」というのは数学用語である。この場合, 次を
意味する: h : (X,x0)→ (Y, y0) を基点を保つ連続写像としたとき, 次の図式が可換になる

[([0, 1]n, ∂[0, 1]n), (X,x0)] πn(X,x0)

[([0, 1]n, ∂[0, 1]n), (X,x0)] πn(Y, y0)

//π

��
h∗

��
h∗

//
π

ここで用いた二つの h∗ は h から「誘導された」写像である。 正確には, 定義 3.8.1 で述
べる。

補題 3.6.18. 補題 3.6.15 の同⼀視の下で, πn(X,x0) での演算 + は次のように表わすこ
とができる: f, g : ([0, 1]n, ∂[0, 1]n)→ (X,x0) に対し

(f + g)(t1, . . . , tn) =

f(t1, . . . , tn−1, 2tn), 0 ≤ tn ≤ 1
2

g(t1, . . . , tn−1, 2tn − 1), 1
2 ≤ tn ≤ 1

である。

証明. 補題 3.6.15 の証明で用いた同相写像を

φ : [0, 1]n/∂[0, 1]n
∼=−→ Sn

とすると,

φ([t1, . . . , tn]) =


(∑n

i=1 tan
2 2πti−π

2 −1∑n
i=1 tan2 2πti−π

2 +1
,

2 tan 2πt1−π
2∑n

i=1 tan2 2πti−π

2 +1
, . . . ,

2 tan 2πtn−π
2∑n

i=1 tan2 2πti−π

2 +1

)
, if (t1, . . . , tn) ̸∈ ∂[0, 1]n

e0, if (t1, . . . , tn) ∈ ∂[0, 1]n

である。一方, 写像 pinch は

pinch(x0, . . . , xn) =

((x0, . . . , xn−1, 1− 2xn), e0), if 0 ≤ xn ≤ 1

(e0, (x0, . . . , xn−1, 2xn + 1)), if − 1 ≤ xn ≤ 0

で与えられる。

補題 3.6.19. k ≥ 1 なら + は well-defined な写像

+ : πk(X)× πk(X) −→ πk(X)

を定める。つまり f0, f1, g0, g1 : Sk → X に対し,

f0 ≃ f1, g0 ≃ g1 =⇒ f0 + g0 ≃ f1 + g1

となる。またこの演算により, k ≥ 1 なら πk(X,x0) は群になり, その単位元は基点への定
値写像

∗ : Sk −→ X

のホモトピー類である。
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注意 3.6.20. 次の補題より k ≥ 2 なら πk(X,x0) は Abel群になるので, その単位元を 0 で
表す。

演習問題 3.6.21. この補題を証明せよ。 (大抵の代数的トポロジーの入門書には詳しい証
明が載っているはずであるが, ホモトピー群の演算の定義は異なると思う。)

補題 3.6.22. k ≥ 2 なら πk(X) はAbel群になる。

証明. 基点付き写像
f, g : Sk −→ X

に対し, f + g と g + f の間のホモトピーを作りたい。t ∈ [0, 1] に対し

Ft : S
k −→ Sk

を, Sk の基点 e0 とその原点について対称な点 −e0 を結ぶ直線 ℓ の周りの, 角 πt の回転と
する。t を動かすことにより,

F : Sk × [0, 1] −→ Sk

を得る。これは, 恒等写像 1Sk と直線 ℓ を軸とする角 π の回転の間のホモトピーである。
そこで, 合成

H : Sk × [0, 1]
F−→ Sk

f+g−→ X

を考えると

H|Sk×{0} = f + g

H|Sk×{1} = g + f

よって H は f + g と g + f の間のホモトピーを与える。

CW複体とホモトピーの関係で最も有用なものの一つが次の胞体近似定理である。

定理 3.6.23 (胞体近似定理). X と Y をCW複体とすると, 任意の連続写像 f : X → Y に
対し, 次の⼆つの条件を満⾜する写像

g : X −→ Y

が存在する:

1. g は X の n次元胞体を Y の n次元以下の胞体にうつす。 つまり g(X(n)) ⊂ Y (n) で
ある。

2. f ≃ g

つまり, CW複体の間の任意の連続写像は, 胞体の次元を保つような写像で 「ホモトピーの
意味で」近似できる。
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証明. 省略。興味のある読者は, 代数的トポロジーの教科書を見られたい。 Fomenko と
Fuks と Gutenmacher の本 [FFG89] には 比較的短く幾何学的直感に訴える証明が載って
いる。

定義 3.6.24. X, Y をCW複体とし,

f : X −→ Y

を連続写像とする。
任意の n ≥ 0 に対し

f(X(n)) ⊂ Y (n)

をみたすとき f を胞体写像 (cellular map) という。

注意 3.6.25. この定義を用いると, 上の定理は「CW複体の間の連続写像はいつでも胞体
写像とホモトピックである」と述べられる。

この定理の系として, 球面のホモトピー群の次元の小さい部分がわかる。

系 3.6.26. Sn は (n− 1)連結, つまり k ≤ n− 1 に対し πk(S
n) = 0 である。

証明. k ≤ n−1 とし f : Sk → Sn を連続写像とする。Sk も Sn もCW複体であり, 例 3.5.5
により, Sn は

Sn = {∗} ∪ (Sn − {∗}) = e0 ∪ en

という胞体分割を持つ。胞体近似定理により, f ≃ g である胞体写像

g : Sk −→ Sn

が存在する。しかし, k ≤ n− 1 より,

g(Sk の k次元以下の胞体) = g(Sk)

⊂ Sn の k次元以下の胞体

= e0 = {∗}

だから g は定値写像である。故に, 任意の写像 f : Sk → Sn は定値写像にホモトピックで
あることが示された。

CW複体には, 被覆ホモトピー定理 (定理 3.3.16) が次のように一般化できる。

定理 3.6.27 (被覆ホモトピー拡張定理). X をCW複体とし A をその部分複体とする。p :

E → Y をファイバー束,

f : X −→ Y

f̃ : X −→ E

149



3. ファイバー束の分類

を連続写像で
E

X Y
��
p

??��������

f̃

//f

を可換にするものとする。更に

H : X × [0, 1] −→ Y

を f から始まるホモトピー, つまり H(x, 0) = f(x) であるものとし,

G : A× [0, 1] −→ E

を G|A×{0} = f̃ |A であり
A× [0, 1] E

X × [0, 1] Y

//G

���
� �
��
� �
��

∩

���
��
� �
��
� �

p

//H

を可換にするものとする。
このとき, ホモトピー

H̃ : X × [0, 1] −→ E

で, 次の図式の三⾓を全てを可換にするものが存在する。

A× [0, 1]

X × {0} E

X × [0, 1] Y

��

$$JJ
JJJ

JJJ
JJ

G

$$J
JJ

JJ
JJ

J
//

$$JJ
JJ

JJ
JJ

JJ
J

p

::
H̃

//H

つまり, 被覆ホモトピー定理で, 部分複体上であらかじめホモトピーのリフトが与えられて
いるならば, H̃ : X × [0, 1]→ E と して, そのホモトピーの拡張になっているものが取れる
といることである。

注意 3.6.28. 上の図式は次のように描いてもよい。

X × {0} ∪A× [0, 1] E

X × [0, 1] Y

��

∩

//f̃∪G

��

p

//H

この方が被覆ホモトピー定理との類似が分りやすいかもしれない。
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証明. 定理 3.3.5 とほとんど同じ証明なので省略する。 与えられた G : A × [0, 1] → E か
ら出発して, これを順番に胞体上に拡張していけば良い。定理 3.3.5 の証明では, X がパ
ラコンパクト Hausdorff であることを使って X を小さな部分に切り刻んだが, 今の場合は
X はCW複体なので, 元々小さい部分 (cell) に分割されている。 このことを使えば証明は
もっと容易である。

定理 3.6.27の特別の場合として次の結果がある。

系 3.6.29 (基点付き被覆ホモトピー定理). X を基点付きCW複体, Y を基点付き空間とす
る。p : E → Y をファイバー束,

f : X −→ Y

f̃ : X −→ E

を基点を保つ連続写像で
E

X Y
��
p

??��������

f̃

//f

を可換にするものとする。更に H : X × [0, 1]→ Y を f から始まる基点を保つホモトピー,
つまり x ∈ X, t ∈ [0, 1] に対し,

H(x, 0) = f(x)

H(∗, t) = ∗

であるものとする。
すると基点を保つホモトピー

H̃ : X × [0, 1] −→ E

で H̃(x, 0) = f̃(x) かつ
E

X × [0, 1] Y
���
� �
� �
� �
��

p

??�������������

H̃

//H

を可換にするものが存在する。

証明. 定理 3.6.27 で A = {∗} とすれば良い。
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3. ファイバー束の分類

3.7 分類定理の証明の前半

これまでの準備を元にして, ファイバー束の分類定理 (定理 3.5.23) の証明にとりかかろ
う。 定理の内容から証明は次の二つの部分に分かれる。

• 主 G束 EG→ BG の構成

• 対応
B : [X,BG] −→ PG(X)

が全単射であることの証明

主 G 束 EG→ BG の構成は, G によって様々な構成法があるので, 後で詳しく見ること
にする。この節では, 一般の主 G 束

p : E −→ B

に対し, プルバックを取るという対応

[X,B] −→ PG(X)

が全射そして単射になる条件を調べよう。 全射になるための条件は次の通りである。

命題 3.7.1. G を位相群とし, E → B を E が (n − 1)連結な主 G 束とする。もし X が
dimX < n であるCW複体なら, f 7→ f∗(E) で与えられる対応

[X,B] −→ PG(X)

は全射である。

証明. 以下証明の概略を述べる。読者は自ら細部を確認してもらいたい。

E′ → X を X 上の主 G 束とする。連続写像

f : X −→ B

で f∗(E) ∼= E′ であるものを見つけたい。X の skeleton の上に順番に f を構成していこ
う。具体的には, 各 r = 0, 1, 2, . . . , n− 1 に対し,

ir : X
(r) ↪→ X

を包含写像としたとき, 連続写像
fr : X

(r) −→ B

とファイバー束の同型
f̃r : i

∗
r(E

′)
∼=−→ f∗r (E) (3.8)
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で
X(r−1) B

X(r) B

//fr−1

���
� �
� �
��
�

ir−1
r

� �
� �
� �
� �

� �
� �
��
� �

//fr

が可換になるものを r についての帰納法で構成したい。 命題 3.2.5 より, fr を cover す
る束写像

f̃r : i
∗
r(E

′) −→ E

を構成すれば, 同型 (3.8) が得られることに注意する。
まず r = 0 の時。X の 0-skeleton X(0) は, X の 0-cell の集まりであるが, 0-cell は一

点なので X(0) は「バラバラの点の集まり」, つまりいくつかの点の disjoint union であ
る⁵。 また各 0-cell 上のファイバー束は自明なので, X(0) 上のファイバー束は全て自明で
ある。よって f0 として任意の写像を取れば,

f∗0 (E) ∼= X(0) ×G ∼= i∗0(E
′)

となり条件は満たされる。
帰納法により, f̃r−1 まで構成されたとする。 命題 3.5.12 により

X(r) = X(r−1) ∪ (r次元胞体)

と考えられるので, 各 r次元胞体上で f̃r を作り f̃r−1 と張り合わせれば良い。er を X の
r次元胞体の一つとし

φ : Dr −→ X

を er の特性写像とする。ここで Dr は可縮なので定理 3.4.3 より φ∗(E′) は自明である。

φ∗(E′) ∼= Dr ×G

よって j : Sr−1 ↪→ Dr を包含写像とするとき

j∗φ∗(E′) = (φ ◦ j)∗(E′) ∼= Sr−1 ×G

となる。次の図式

Sr−1 ×G ∼= j∗φ∗(E′) −→ i∗r−1(E
′) ∼= f∗r−1(E) −→ E

↓ ↓ ↓ ↓ ↓

Sr−1 = Sr−1 φ◦j−→ X(r−1) = X(r−1) fr−1−→ B

で縦の写像は全てファイバー束の射影で横の写像は全て束写像である。 上段の写像を全て
合成したものを

f̃r−1 : Sr−1 ×G −→ E

⁵下の演習問題 3.7.2を見よ。
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3. ファイバー束の分類

とおくとこれも束写像である。そこで

h : Sr−1 −→ E

を h(x) = f̃r−1(x, e) で定義する, ここで e ∈ G は単位元である。仮定より E は (n − 1)連
結で, 今 r < n なので, 命題 3.6.6 により, h は

h̃ : Dr −→ E

に拡張される。また p : E → B は主 G束だから G の E への作用

µ : E ×G −→ E

がある。これを用いて写像
F̃ : Dr ×G −→ E

を F̃ (x, g) = µ(h̃(x), g) で定義し
F : Dr −→ B

を F (x) = p ◦ F̃ (x, e) で定義すれば, 次の図式が可換になる。

Dr ×G E

Dr B
���
��
� �
��
�

//F̃

���
� �
� �
� �
��

p

//F

つまりこれは束写像である。そこで

fr : X
(r) −→ B

を各 r胞体 er に対しては, 各 x ∈ er に対し x = φ(y) となる点 y ∈ Dr をとり,

fr(x) = F (y)

で, また X(r−1) 上では fr−1 で定義する。h̃ は h の Dr 上への拡張だったので, F は Sr−1

上では fr−1 と一致し, y の取り方に依らないことがわかる。よって well-definedな連続写
像

fr : X
(r) −→ B

が得られた。また命題 3.1.8 を用いれば, 同様にして F̃ から fr を被覆する束写像

i∗r(E
′) −→ E

が得られ
i∗r(E

′) ∼= f∗r (E)
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3.7. 分類定理の証明の前半

となる。最後に, f = fn−1 とおくと

f∗(E) = f∗n−1(E) ∼= i∗n−1(E
′) = E′

となり, 対応 f 7→ f∗(E) が全射
[X,B] −→ PG(X)

を与えることが証明された。

演習問題 3.7.2. X を CW複体とするとき, X(0) は X の部分空間として離散位相を持つこ
とを証明せよ。

次に
[X,B] −→ PG(X)

が単射になる条件を考える。つまり, f∗(E) ∼= g∗(E) ならば f ≃ g となる条件である。よ
ってホモトピー

H : X × [0, 1] −→ B

を作るわけであるが, X × [0, 1] が CW複体になっていれば, 命題 3.7.1 の証明と同様にで
きそうである。
[0, 1] = {0} ∪ (0, 1) ∪ {1} として [0, 1] は1次元のCW複体となるので, まず, 一般に2つの

CW複体の直積がCW複体になるための条件を考えよう。

命題 3.7.3. 胞体複体 X と Y の直積 X × Y は, 胞体複体の構造を持つ。 更に, X と Y が
閉包有限性を持つならば, X × Y も閉包有限になる。

証明.

問題は弱位相である。弱位相と直積位相はあまり相性が良くない。 有限性が必要にな
る。

定義 3.7.4. 胞体複体 X が局所有限 (locally finite) であるとは,

定理 3.7.5. X と Y をCW複体とする。もし X が局所有限ならば, X × Y はCW複体にな
る。

証明. トポロジーの教科書, 例えば [小中菅67] を参照のこと。

命題 3.7.6. G を位相群とし p : E → B を E が n連結な主 G束とする。もし X が
dimX < n である CW複体なら, f 7→ f∗(E) で与えられる対応

[X,B] −→ PG(X)

は単射である。
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3. ファイバー束の分類

証明. 命題 3.7.1 の証明と同様である。 ここでも細部のチェックは読者に任せることにす
る。

写像 f, g : X → B に対し f∗(E) ∼= g∗(E) であると仮定する。 f と g の間のホモトピー

H : X × [0, 1] −→ B

を構成したい。E′ = f∗(E) とおくと

f∗(p)× 1[0,1] : E
′ × [0, 1] −→ X × [0, 1]

は X × {0} 上で f∗(E), X × {1} 上で g∗(E) に同型な X × [0, 1] 上の主 G束である。とこ
ろが dimX < n であるという仮定から, X × [0, 1] は dimX × [0, 1] < n+ 1 である CW複
体である。 今 E が n連結と仮定しているから, 命題 3.7.1 の証明と同様にして

H : X × [0, 1] −→ B

で H∗(E) ∼= E′ × [0, 1] であるものが構成できる。ただし, 今回は

f ⨿ g : X × {0} ⨿X × {1} −→ B

から出発してこれを拡張することによって H が作れる。ゆえに H は f と g の間のホモト
ピーである。

上の二つの命題より, 分類定理の証明のためには, 全空間の連結性が高い主束が重要であ
ることが分かる。 そこで, 例によってそういうファイバー束に名前を付ける。

定義 3.7.7. G を位相群とする。主 G束

E −→ B

が n普遍 (n-universal) であるとは, 全空間 E が (n− 1)連結であることと定義する。
∞普遍な主 G束, つまり全ての n について n普遍である主 G束のことを単に普遍 G束

(universal G-bundle) という。

命題 3.7.1 と 命題 3.7.6 により, 分類定理の証明のためには, あと普遍 G束を構成する
だけで良いことが分かった。 普遍 G束を構成する際に一番問題なのが, どうやって全空間
のホモトピー群が消えていることを証明するかである。 ホモトピー群を計算するための道
具が何か必要である。
次節では, ファイバー束に対しホモトピー群の長い完全列というものがあることを証明

し, この道具を用いて, §3.9 で「普通に現れる」コンパクト群 G に対する主 G束の分類定
理の証明を完成させる。 最後に, §3.10で, より一般的な普遍 G束の構成である, Milnor と
Milgram の構成法を紹介する。
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3.8 ファイバー束とホモトピー群

本節ではファイバー束
p : E −→ B

に対し, 全空間 E, 底空間 B, そしてファイバー F のホモトピー群の関係を調べる。 本章
の最初に書いたように, 一般に現代数学で二つのものを比べるときにはそれらの間の写像
を用いる。 今の場合, E と B のホモトピー群を比べるのには写像 p : E → B を用いるの
が自然である。 この写像からホモトピー群の間の写像を作りたい。 しかし, より一般に次
の定義がある。

定義 3.8.1. f : X → Y を基点付き空間の写像とする。このとき, ホモトピー群の間の写像

f∗ : πk(X) −→ πk(Y )

を [g] ∈ πk(X) に対し f∗([g]) = [f ◦ g] で定義する。ここで [g] は写像 g : Sk → X のホモト
ピー類である。次の演習問題より, これは群の準同形になるので, f∗ を f により誘導され
た準同形 (induced homomorphism) という。

演習問題 3.8.2. 上の定義で, k ≥ 1 なら f∗ は群の準同型になることを示せ。 また基点付
き連続写像

f : X −→ Y

g : Y −→ Z

に対し
(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗

であることと, 恒等写像 1X : X → X に対し

(1X)∗ = 1πk(X)

であることを示せ。

これで πk(E) と πk(B) を比べる写像

p∗ : πk(E) −→ πk(B)

ができた。ここで, 二つの群を準同型により比べるということがどういうことか思い出す
ために, 線形代数を少し復習する。V と W を有限次元ベクトル空間とし

f : V −→W

を線形写像とする。よく知られているように

Ker f = f−1(0)

Coker f = W/ Im f
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3. ファイバー束の分類

とおくと,

f が同型⇐⇒ Ker f = 0 かつ Coker f = 0

である。
一般に

f : G −→ H

が群の準同型の時, f で計ることのできる G と H の違いは

Ker f = {g ∈ G | f(g) = e}

Coker f = H/ Im f

に現れる。しかし一般に Im f は H の正規部分群とは限らないので Coker f は群になると
は限らない。そこで Coker f の代わりに Im f を使った方がよい。 更に二つだけでなく幾
つもの群の関係を記述するときには完全列 (exact sequence) の概念が便利である。

定義 3.8.3.
G1

f1−→ G2
f2−→ G3 (3.9)

を群と準同型の列とする。この列が G2 で完全 (exact) であるとは,

Im f1 = Ker f2

であることである。言い替えれば

f2 ◦ f1 = 0

f2(x) = 0 =⇒ ∃y ∈ G1, s.t. x = f1(y)

ということである。このとき, 単に (3.9) を完全列 (exact sequence) という。
さらに一般の群と準同型の列

· · · −→ Gk−1
fk−1−→ Gk

fk−→ Gk+1 −→ · · · (3.10)

が完全であるとは, 各 k について

Gk−1
fk−1−→ Gk

fk−→ Gk+1

が Gk で完全であることである。この場合も (3.10) を完全列という。 特に強調するとき
には⻑い完全列 (long exact sequence) という。

これでファイバー束のファイバー, 全空間, そして底空間のホモトピー群の関係を述べる
準備ができた。 まず最初にわかることは次の事実である。
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命題 3.8.4. ファイバーが F のファイバー束 p : E → B の底空間 B が基点 ∗ を持つ CW
複体であるとし,

i : F ∼= p−1(∗) ↪→ E

を基点上のファイバーの包含写像とする。このとき, n ≥ 1 に対し

πn(F )
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)

は完全である。

証明. 証明は, ほとんど被覆ホモトピー定理の言い替えである。

p∗ ◦ i∗ = 0

p∗([f ]) = 0 =⇒ ∃[g] ∈ πn(F ), s.t. i∗([g]) = [f ]

の二つのことを示したい。
まず定義より F = p−1(∗), よって p ◦ i(F ) = {∗} であり, p ◦ i = ∗ となる, ここで ∗ は基

点 ∗ への定値写像である。 ゆえに演習問題 3.8.2 により

p∗ ◦ i∗ = 0

がわかる。
逆に [f ] ∈ πn(E) に対し, p∗([f ]) = 0 とする。つまり p ◦ f ≃ ∗ である。その (基点を保

つ) ホモトピーを
H : Sn × [0, 1] −→ B

とすると,
H|Sn×{0} = p ◦ f

で
E

Sn B
��

p

//p◦f

??���������

f

が可換となり, 基点付き被覆ホモトピー定理が使える状況になっている。 よって基点を保
つホモトピー

H̃ : Sn × I −→ E

で

p ◦ H̃ = H

H̃|Sn×{0} = f
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であるものが存在する。g = H̃|Sn×{1} とおく。 すると

p ◦ g = p ◦ H̃|Sn×{1} = H|Sn×{1} = ∗

となるから p(g(Sn)) = {∗} である。つまり

g(Sn) ⊂ p−1({∗}) = F

よって [g] ∈ πn(F ) である。また H̃ は基点を保つホモトピー f ≃ i ◦ g を与えている。これ
で

[f ] = i∗([g])

となる基点を保つ写像 g : Sn → F の存在が示された。

これで各 n について完全列

πn(F )
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)

が得られた。
ここで p : E → B は全射であり i : F −→ E は単射である。しかしながら, ホモトピー群

の間に誘導された写像については, p∗ が全射であることも i∗ が単射であることも一般には
分らないのである。

例 3.8.5. 証明無しに認めて欲しいのであるが,

πn(S
n) ∼= Z

πn(D
n+1) = 0

である。上の方は Hurewiczの定理か何かを使わないと証明できないのであるが, 下は
Dn+1 が可縮であり, 可縮な空間のホモトピー群は全て自明である, という簡単に証明でき
る事実からすぐ分かる。
ところで, Sn = ∂Dn+1 と思って包含写像

i : Sn ↪→ Dn+1

を考えると, この写像がホモトピー群の間に誘導する写像は

i∗ : πn(S
n) = Z −→ 0 = πn(D

n+1)

となり, 単射ではない。

ではファイバー束
F

i−→ E
p−→ B

があったとき
i∗ : πn(F ) −→ πn(E)
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3.8. ファイバー束とホモトピー群

がどれだけ単射からはずれているか, つまり Ker i∗ を考えてみることにしよう。
[f ] ∈ πn(F ) に対し i∗([f ]) = 0 であるとしよう。i∗([f ]) = 0 ということは

f ≃ ∗ in E

であり, それは命題 3.6.6 の証明と全く同様にして, 基点を保つ連続写像

f̃ : Dn+1 −→ E

で
f̃ |∂Dn+1 = f

であるものが存在することと同値であることが分かる。このとき

f : Sn −→ F

だから
(p ◦ f̃)(∂Sn) = {∗}

であり p ◦ f̃ は基点を保つ写像

f̄ : Dn+1/∂Dn+1 = Sn+1 −→ B

を誘導する。この対応により
Ker i∗ −→ πn+1(B)

という写像が定義できそうであるが, 残念ながらこれは well-defined にはならない。
Well-defined になるのは逆向きの対応である。

定義 3.8.6. p : E → B を F をファイバーとするファイバー束とする。B が基点付き CW
複体のとき, n ≥ 1 に対し, 写像 ∂ : πn(B)→ πn−1(F ) を次のように定義する。
[f ] ∈ πn(B) を取る。元々の定義では f は

f : Sn −→ B

という基点を保つ写像であったが, Sn = Dn/∂Dn なので

f : Dn −→ B

という写像で f(∂Dn) = {∗} であるものと思っても良い。 さらに

Dn = Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × {0} ∪ {∗} × [0, 1]

と同一視する。

π : Sn−1 × [0, 1] −→ Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × {0} ∪ {∗} × [0, 1] = Dn
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3. ファイバー束の分類

を射影とする。ここで合成

H : Sn−1 × [0, 1]
π−→ Dn f−→ B

を考えると x ∈ Sn−1, t ∈ [0, 1] に対し

H(x, 0) = ∗

H(∗, t) = ∗

よって H は基点を保つホモトピーである。このホモトピーに対し, 基点付き被覆ホモトピ
ーを使うと,

H̃ : Sn−1 × [0, 1] −→ E

で

p ◦ H̃ = H

H̃|Sn−1×{0} = ∗

となるものが得られる。そこで

g = H̃|Sn−1×{1} : Sn−1 −→ E

とおく。
p ◦ g = p ◦ H̃|Sn−1×{1} = H|Sn−1×{1} = f |∂Dn = ∗

より g(Sn−1) ⊂ p−1(∗) = F であり, [g] ∈ πn−1(F ) が得られた。この構成により

∂ : πn(B) −→ πn−1(F )

を ∂([f ]) = [g] として定義する。 これを連結準同形 (connecting homomorphism) とい
う。

演習問題 3.8.7. この写像 ∂ は well-defined, すなわち H̃ の取り方によらないことを示
せ。また n ≥ 2 なら ∂ は群の準同型になることを示せ。(Hint: 被覆ホモトピー拡張定理を
つかう。)

上で定義した ∂ が Ker i∗ と期待通りの関係があることは, 次の命題から分かる。

命題 3.8.8. 命題 3.8.4 と同じ仮定のもとで, n ≥ 2 なら

πn(B)
∂−→ πn−1(F )

i∗−→ πn−1(E)

は完全である。
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証明. ∂ の定義に使った
H̃ : Sn−1 × I −→ E

は基点への定値写像 ∗ と g の E 内でのホモトピーを与える。 よって

i∗ ◦ ∂([f ]) = i∗([g]) = 0

となり i∗ ◦ ∂ = 0 である。
逆に [g] ∈ πn−1(F ) で i∗([g]) = 0 であるものを取る。つまり g は E 内で定値写像 ∗ とホ

モトピックであるとする。
G̃ : Sn−1 × [0, 1] −→ E

をそのホモトピーとし
G = p ◦ G̃ : Sn−1 × [0, 1] −→ B

とおく。H̃|Sn−1×{0} = ∗ より, H|Sn−1×{0} = ∗ となる。また H̃ が基点を保つホモトピーだ
から H も基点を保つホモトピーである。よって H は写像

f : Dn = Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × {0} ∪ {∗} × [0, 1] −→ B

を定める。ところが
f |Sn−1 = H|Sn−1×{1} = p ◦ g = ∗

より f は πn(B) の元を定める。∂ の構成の仕方を見れば

[f ] = ∂[g]

であることがわかる。
これで完全であることが示された。

更に次のことも成り立つ。

命題 3.8.9. 命題 3.8.4 と同じ仮定のもとで, n ≥ 2 なら

πn(E)
p∗−→ πn(B)

∂−→ πn−1(F )

は完全である。

証明. まず ∂ ◦ p∗ = 0 を示す。[f ] ∈ πn(E) を取り

f : Dn −→ E

f(∂Dn) = {∗}

である写像で代表されていると思う。p ◦ f に対する ∂ の構成の時の H̃ として

Sn−1 × [0, 1]
π−→ Dn f−→ E
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が取れるので

∂([p ◦ f ]) = [H̃|Sn−1×{1}]

= [f |Sn−1 ]

= [∗]

= 0

よって ∂ ◦ p∗ = 0 である。
逆に, [f ] ∈ πn(B) を取り ∂([f ]) = 0 と仮定する。つまり

H̃ : Sn−1 × [0, 1] −→ E

を
Sn−1 × [0, 1]

π−→ Dn f−→ B

のリフトとしたとき F の中で H̃|Sn−1×{1} ≃ ∗ であるとする。

G : Sn−1 × {1} × [0, 1] −→ F ⊂ E

をそのホモトピーとし

G′ : (Sn−1 × {0} ∪ {∗} × [0, 1])× [0, 1] −→ E

を基点への定値写像とする。これで写像

H̃ : Sn−1 × [0, 1]× {0} −→ E

G ∪G′ : (Sn−1 × {0, 1} ∪ {∗} × [0, 1])× [0, 1] −→ E

が得られた。簡単のために

X = Sn−1 × [0, 1]

A = Sn−1 × {0, 1} ∪ {∗} × [0, 1]

K = G ∪G′

とおくと H̃|A×{0} = K|A×{0} である。また

H : X × [0, 1] −→ B

を H(x, t, s) = p ◦ H̃(x, t) で定義すると,

X × {0} ∪A× [0, 1] E

X × [0, 1] B

//H̃∪K

��
∩

��
p

//H
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が可換となる。これは被覆ホモトピー拡張定理 (定理 3.6.27) の条件を満たしているので,
K の拡張でかつ H の lift であるホモトピー

K̃ : X × [0, 1] −→ E

が存在する。
K̃(Sn−1 × {0} ∪ {∗} × [0, 1]) = {∗}

なので

K̃ : Dn × [0, 1] = (Sn−1 × [0, 1]/Sn−1 × {0} ∪ {∗} × [0, 1])× [0, 1] −→ E

が誘導される。そこでg = K̃|Dn×{1}とおくと

g(Sn−1) = K̃(Sn−1 × {1} × {1}) = {∗}

なので[g] ∈ πn(E)を定め, p∗[g] = [f ]である。
これで完全であることが示された。

上の三つの命題を合わせると, ホモトピー群の長い完全列

· · · −→ πn(F )
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)
∂−→ πn−1(F ) −→ · · · −→ π1(B)

を得る。
この列の右端については次のことがわかる。

補題 3.8.10. E → Bをファイバー F が弧状連結なファイバー束とすると

p∗ : π1(E) −→ π1(B)

は全射である。

証明. [ℓ] ∈ π1(B) を取る。このとき ℓ は

ℓ : [0, 1] −→ B

で ℓ(0) = ℓ(1) = ∗ である写像と思ってよい。 [0, 1] = {∗} × [0, 1] と考えると, ℓ は底空間 B

へのホモトピーである。x0 ∈ p−1(∗) を取り,

{∗} × {0} −→ E

を x0 への定値写像とすると
{∗} × {0} E

{∗} × I B

���
� �
��
� �
� �

//

���
��
� �
� �
��

p

//ℓ
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は可換になり, 被覆ホモトピー定理により

{∗} × {0} E

{∗} × I B

���
� �
� �
� �
��

//

���
� �
� �
��
� �

p

??

ℓ̃

//ℓ

を可換にする連続写像
ℓ̃ : [0, 1] −→ E

が存在する。

∗

x0

ω

ℓ

ℓ̃

このとき ℓ̃(1) = x0 とは限らないが, F が弧状連結なので F = p−1(∗) の中で ℓ̃(0) = x0

と ℓ̃(1) を結ぶ道
ω : [0, 1] −→ E

を取り

ℓ̂(t) =

 ℓ̃(2t) 0 ≤ t ≤ 1
2

ω(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1

と定義すると [ℓ̂] ∈ π1(E) であり,
p∗([ℓ̂]) = [ℓ]

である。

全射であることを完全列で表すと次のようになる。

演習問題 3.8.11. f : G → H を群の準同型とし, 0 で単位元だけの群を表すことにする。
このとき f が全射であることと

G
f−→ H −→ 0
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が完全であることは同値であることを示せ。 ここで右の写像は全ての元を単位元に写す写
像である。

以上のことからファイバーが弧状連結な時には

· · · −→ πn(F )
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)
∂−→ πn−1(F ) −→ · · · −→ π1(B) −→ 0

という完全列ができることがわかる。

定義 3.8.12. これをファイバー束 E → B のホモトピー⻑完全列 (homotopy long exact
sequence) という。

演習問題 3.8.13. p : E → B が主 G束のとき, π0(G) に G の積で群の構造を定義すると

· · · −→ πn(G)
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)
∂−→ πn−1(G) −→ · · · −→ π1(B) −→ π0(G)

が完全になることを示せ。更に E が弧状連結な時は

· · · −→ πn(G)
i∗−→ πn(E)

p∗−→ πn(B)
∂−→ πn−1(G) −→ · · · −→ π1(B) −→ π0(G) −→ 0

が完全であることを示せ。

演習問題 3.8.14. 一般のファイバー束 F → E → B に対し, (群と集合の列)

π1(B) −→ π0(F ) −→ π0(E) −→ π0(B)

について何が言えるか考えよ。

3.9 普遍束の構成

さて, 前節で構成したファイバー束のホモトピー群に関する長い完全列を使って, 普遍束
の構成にとりかかろう。目標は, 位相群 G に対し, 主 G束

EG −→ BG

で EG が ∞連結, つまりEGのホモトピー群が全部 0 であるものを構成することである。
もし ∞連結である空間 EG で G が作用しているものがあれば, §2.5 や §2.6 で見たよう
に, 射影

EG −→ EG/G

は主G束になっていることが多いので, BG = EG/G と取れば良いだろうと予想できる。
そこで当面の目標は, そのような空間 EG を見つけることである。
G の作用はさておいて, とにかくホモトピー群が自明になっているような空間を探そ

う。とはいっても, これはあまり簡単なことではない。もちろん一点 {∗} を取ればホモト
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3. ファイバー束の分類

ピー群は全て消えているが, この空間は小さすぎて群の作用する余裕がない (もちろん自明
な作用はあるが)。 EG としてはある程度大きな空間が必要である。
しかし, 今までに調べた空間の中で, ホモトピー群のことが少しは分かっているものと

しては球面しかないので, とりあえずは球面を考えよう。系3.6.26 より Sn は (n− 1)連結
であることが分かっている。ここでもし n → ∞ と取れれば, ∞連結な空間 S∞ が得られ
る。しかし, 位相空間の極限などどうやって取ったら良いのだろうか。 実際には, 位相空
間や群などの極限 (inverse limit や direct limit) の理論は完成されていて, 現代数学では不
可欠の道具なのであるが, ここではそのような抽象的な理論を用いないで, “無限次元の球
面”を具体的に構成することにしよう。

定義 3.9.1. まず集合として

S∞ =

{
(x0, x1, . . .)

∣∣∣∣∣xi ∈ R,高々有限個を除いて 0,
∞∑
i=0

x2i = 1

}

と定義する。位相を入れるために有限次元の球面による近似を考える。

Sn =
{
(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1

∣∣x20 + · · ·+ x2n = 1
}

と考え
in : Sn −→ Sn+1

を in(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xn, 0) で定義する。明らかに in は Sn の Sn+1 の中への埋め込
みであり, これにより

Sn ⊂ Sn+1 ⊂ S∞

と考えられる。またこの包含関係により (集合として)

S∞ =
∞∪
n=1

Sn

となっている。このとき S∞ の位相を

A ⊂ S∞ : closed⇐⇒ A ∩ Snが各 Sn で closed

として定義する。

この位相の定義の仕方は CW複体の定義の時の条件 (W) と同じであり, また以後頻繁に
使うので, ここで一般的な定義を与えておこう。

定義 3.9.2. X を位相空間とし, {Xα}α∈A を X の部分空間による被覆とする。このとき
X がこの被覆に対して弱位相 (weak topology) を持つとは,

A ⊂ X : closed⇐⇒ A ∩Xα が各 Xα で closed
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が成り立つこと, と定義する。
また X を集合, {Xα}α∈A を位相空間の集まりとし, 集合として

X =
∪
α∈A

Xα

であるとする。このとき

A ⊂ X : closed⇐⇒ A ∩Xα が各 Xα で closed

により X に位相を定義することを, X に {Xα}α∈A による弱位相を入れるという。

演習問題 3.9.3. 任意の位相空間は, 任意の開被覆に対し弱位相を持つことを示せ。

演習問題 3.9.4. 任意の位相空間は有限閉被覆に対し弱位相を持つことを示せ。

この言葉を使えば,

S∞ =
∞∪
n=1

Sn

という被覆により S∞ に弱位相を入れたわけである。

S∞ のホモトピー群が消えていることを示すのには次の事実を使う。

補題 3.9.5. X をHausdorff空間とし, {Xn} を X の閉部分空間の列で次の条件を満たす
ものとする。

1. Xn ⊂ Xn+1

2. X = ∪∞n=1Xn

3. X は {Xn} による被覆に対し弱位相を持つ

すると, 任意のコンパクト部分空間 K ⊂ X に対し, K ⊂ Xn である n が存在する。

証明. 背理法で証明する。K がどの Xn にも完全に含まれていることがないとすると,

K ∩ (Xn −Xn−1) ̸= ϕ

である nが無限個存在する。そのような nの全体を {n1, n2, · · · }とし各 K∩(Xnk
−Xnk−1)

から1点 xk づつ取り A = {x1, x2, · · · } とする。任意の n に対し A ∩Xn は有限個の点から
なり, X は Hausdorff だから, これは閉である。よって A は X で閉である。 A ⊂ K で K

はコンパクトだから A はコンパクト集合の閉部分集合としてコンパクトである。
ところが Ai = A− {xi} と置くと

Ai ∩Xn =

 {xi}, n = ni

ϕ, n ̸∈ {n1, n2, . . .}
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となるから Ai は閉, よって各 {xi} は A の開部分集合である。 今 A は無限集合だから,

A =
∞∪
i=1

{xi}

という形のどれ一つとして省けない無限開被覆を持つことになり, これは A がコンパクト
であることに矛盾である。

系 3.9.6. 全ての i について,
πi(S

∞) = 0

すなわち, S∞ は ∞連結である。

証明. f : Si → S∞ に対し, f(Si) は S∞ のコンパクト部分集合である。よって上の補題か
ら, ある n について

f(Si) ⊂ Sn

となる。ここで n > i としてよい。系 3.6.26 より Sn 内で f は定値写像とホモトピック
である。そのホモトピーを

H : Si × I −→ Sn

とおくと, 合成
Si × I H−→ Sn ↪→ S∞

は, f と定値写像の S∞ でのホモトピーを与える。

この系により, 位相群 G に対し S∞ が全空間になるような主G束が存在すれば, それは
普遍 G束である。 単純な群に対しては, そのような主束を見つけるのは難しくない。

演習問題 3.9.7. 例 2.5.17では, 位数 2 の群 C2 の Sn への作用が定義された。その商空間
を

RPn = Sn/C2

と書き n次元実射影空間と呼んだ。このとき, 射影

Sn −→ RPn

が主C2束になることを示せ。

包含写像
Sn ↪→ Sn+1

は埋め込み
RPn ↪→ RPn+1
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を誘導する。この包含関係により和集合を取り

RP∞ =

∞∪
n=1

RPn

とおく。位相はもちろん弱位相である。 これは無限次元実射影空間と呼ばれる。

演習問題 3.9.8. 射影
S∞ −→ RP∞

は主 C2束であることを証明せよ。

系 3.9.9.
S∞ −→ RP∞

は主 C2束であり, 任意のCW複体 X に対し, ⼀対⼀対応

[X,RP∞] ∼= PC2(X)

がある。

注意 3.9.10 (コホモロジーを知っている読者へ). H∗(X;Z/2Z) を X の Z/2Z係数のコホモ
ロジーとすると

H1(X;Z/2Z) ∼= [X,RP∞]

と同一視できることが知られている。よって X 上の C2 を構造群に持つファイバー束は X

の 1次元の mod 2 コホモロジーで完全に決定される。
このとき主 C2束 ξ = (E

p−→ X) に対し

PC2(X) ∼= [X,RP∞] ∼= H1(X;Z/2Z)

という同型により定まる H1(X;Z/2Z) の元を w1(ξ) と書き ξ の first Stiefel-Whitney class
という。 上の系は, 主 C2束はその first Stiefel-Whitney class により完全に決定されると
いうことを言っている。
より一般に, 主G束をその底空間のコホモロジーにより調べるという動機から, 特性

類 (characteristic class) というものが導入された。 詳しいことについては, Milnor と
Stasheff の本 [MS74] を見るとよいだろう。

さて, C2 を構造群に持つファイバー束に対してはこれで分類定理が証明されたが, これ
を他の位相群に一般化するのは難しい。問題は S∞ がまだ小さすぎることである。S∞ は
無限次元の空間であり, 非常に大きいように思えるが, 実際には C2 のような単純な群しか,
まともに作用しないのである。 しかし S∞ が ∞連結であるという事実は捨てがたいので,
S∞ を何とかして拡張してもっと大きな群が作用できる空間を作ろう。
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S∞ を拡張するといっても, 球面について今までで分かったことは, 数えるほどしかな
い。 Snが (n− 1)連結であることと C2 が Sn に作用すること以外では

Sn ∼= O(n+ 1)/O(n) (3.11)

という同相ぐらいである。この同相写像を一般化することを考えよう。Sn をもっと大きく
したいのだから (3.11) の右辺の O(n+ 1) を大きくするか, O(n) を小さくするかである。
しかし O(n) を小さくするには限度があり, また Sn が (n− 1)連結であるという事実は, 分
母の O(n) に関係しているようなので, 分子の O(n+ 1) をもっと大きな群と取り替えるこ
とにしよう。

定義 3.9.11. 包含写像
O(n) ↪→ O(n+ k)

を

A 7−→

 A 0

0 Ik


で定義し, これにより O(n) を O(n+ k) の部分群とみなす。 そしてその商空間を

Stn,k(R) = O(n+ k)/O(n)

をおき, これを実Stiefel多様体 (Stiefel manifold) という。

期待されるように, 次が成り立つ。

定理 3.9.12. Stn,k(R) は (n− 1)連結である。

この証明のために次の事実が必要になる。

命題 3.9.13. G を位相群とし, H を

G −→ G/H

が局所断⾯を持つような閉部分群とする。すると H の閉部分群 K に対し,

G/K −→ G/H

は, H/K をファイバーとするファイバー束である。

証明. 仮定より
G −→ G/H (3.12)

は主 H束である。H の積で H の H/K への作用

µ : H ×H/K −→ H/K
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を µ(h, h′K) = hh′K と定める。(3.12) に同伴した H/K をファイバーにもつファイバー束

G×H H/K −→ G/H

を考える。
このとき次の演習問題 3.9.14 より

G/K −→ G/H

は (3.12) に同伴したファイバー束となる。

演習問題 3.9.14. 写像
G×H H/K −→ G/K

を (g, hK) 7−→ ghK で定義するとこれは同相であり

G×H H/K −→ G/K

↓ ↓
G/H = G/H

を可換にすることを証明せよ。

定理 3.9.12 の証明. k による帰納法で証明する。
k = 1 のとき,

Stn,1(R) = Sn

なので成り立つ。
全ての n について Stn,k が (n− 1)連結であると仮定し, Stn,k+1(R) が (n− 1)連結である

ことを証明する。 命題 3.9.13 により

O(n+ k + 1)/O(n) −→ O(n+ k + 1)/O(n+ 1)

は O(n+ 1)/O(n) をファイバーとするファイバー束である。言い替えれば, Sn をファイバ
ーとするファイバー束

Stn,k+1(R) −→ Stn+1,k(R)

があるということである。これのホモトピー群の長い完全列

· · · −→ πi(S
n) −→ πi(Stn,k+1(R)) −→ πi(Stn+1,k(R)) −→ · · ·

を考える。仮定より, i < n に対し,

πi(S
n) = 0

πi(Stn+1,k(R)) = 0
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3. ファイバー束の分類

であるから, i < n に対し
0 −→ πi(Stn,k+1(R)) −→ 0

という完全列を得る。
よって次の演習問題 3.9.15 より, i < n に対し πi(Stn,k+1(R)) = 0 であることが示され

た。

演習問題 3.9.15. 一般に
0 −→ G −→ 0

が完全なら, G = 0 であることを示せ。

次に球面の時と同じように n→∞ としたい。

定義 3.9.16. 包含写像
O(n+ k) ↪→ O(n+ k + 1)

を

A 7−→

 1 0

0 A


で定義する。これにより誘導される包含写像

Stn,k(R) = O(n+ k)/O(n) ↪→ O(n+ k + 1)/O(n+ 1) = Stn+1,k(R)

によって
EO(k) =

∞∪
n=1

Stn,k(R)

とおき, 弱位相を入れる。

系 3.9.6 と同様に, 補題 3.9.5 を用いて次を得る。

系 3.9.17. EO(k) は, ∞連結である。

この EO(k) に作用している群を見つけたい。C2 = O(1) が S∞ = EO(1) に作用してい
ることから, O(k) が EO(k) に作用していそうである。 S∞ の時は, Sn を Rn+1 の部分空
間として表示して C2 の作用を定義したが, これは EO(k) の場合にはうまくいかない。
Stiefel多様体の定義を用いて, 直接主束を構成しよう。

定義 3.9.18. 対応

(A,B) 7−→

 A 0

0 B


により O(n)×O(k) を O(n+ k) の部分群とみなす。 その商空間を

Grn,k(R) = O(n+ k)/O(n)×O(k)

と書き, 実Grassmann多様体 (Grassmannian manifold) という。
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命題 3.9.13 により, 射影

Stn,k(R) = O(n+ k)/O(n) −→ O(n+ k)/O(n)×O(k) = Grn,k(R)

は O(n) × O(k)/O(n) = O(k) をファイバーとするファイバー束となるが, これが主束であ
ることは容易に分かる。

補題 3.9.19. 射影
Stn,k(R) −→ Grn,k(R) (3.13)

は, 主 O(k)束である。

証明. 大体の考え方だけ述べる。詳細は, 読者の演習問題とする。
対応

A 7−→

 1n 0

0 A


により O(k) を O(n+ k) の部分群とみなすことにより, O(k) の O(n+ k) への作用

O(k)×O(n+ k) −→ O(n+ k)

が定まる。これは O(n) の作用と可換だから

O(k)×O(n+ k)/O(n) −→ O(n+ k)/O(n)

を誘導する。射影 (3.13) は, この作用による商空間への射影に他ならない。もともと
(3.13) はファイバー束であることが分かっているので, これは主 O(k)束である。

演習問題 3.9.20. 上の証明で端折った部分を埋めよ。

定義 3.9.21. Stiefel多様体の時と同様に,

O(n+ k) ↪→ O(n+ k + 1)

により包含写像
Grn,k(R) ↪→ Grn+1,k(R)

を得る。そこで
BO(k) =

∞∪
n=1

Grn,k(R)

とおき, 弱位相を入れる。

すると次が成り立つ。

定理 3.9.22. 射影
EO(k) −→ BO(k) (3.14)

は主 O(k)束である。よってこれは, 普遍 O(k)束でもある。
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3. ファイバー束の分類

証明. 面倒くさいので省略。

系 3.9.23. 任意のCW複体 X に対し, ⼀対⼀対応

[X,BO(k)] ∼= PO(k)(X)

を得る。

これで O(k) を構造群に持つファイバー束の分類定理が証明できた。O(k) は O(1) = C2

と比べてかなり大きな群 (dimO(k) = 1
2k(k− 1), dimO(1) = 0) なので, O(k) に対して普遍

束が構成できたということは, 他の位相群についても普遍束が構成できる可能性が高いと
いうことである。実際, コンパクトな群については, (3.14) を用いて普遍G束を構成するこ
とができる。

定理 3.9.24. G を O(k) の閉部分群とし

BG =
∞∪
n=1

O(n+ k)/O(n)×G = EO(k)/G

とおく。すると, 射影
EO(k) −→ BG

は主 G束, よって普遍 G束になる。

系 3.9.25. O(k) の閉部分群については, 分類定理が成り⽴つ。つまり, 任意のCW複体 X

に対し,
[X,BG] ∼= PG(X)

という⼀対⼀対応がある。

次の定理により, たいていのコンパクトな位相群はある O(k) の閉部分群であることが分
かる。

定理 3.9.26. G をコンパクトな位相群とする。もし G の単位元 e の近傍 U で, U に含ま
れる G の部分群が {e} のみであるようなものが存在するならば, Gは ある O(k) に閉部分
群として含まれる。

証明. 戸田-三村の [戸三79] 16ページの定理2.14を見よ。

ほとんどのコンパクト位相群, 例えばコンパクトLie群は, この定理の条件を満足するこ
とが知られている。

注意 3.9.27. 上の議論では Stiefel 多様体も Grassmann 多様体も単に直交群 O(n+ k) を
閉部分群で割っただけのものとして扱っている。 上のように, コンパクト位相群に対する
主束の分類定理を考えるときにはそれで十分だったのであるが, この二種類の空間の幾何
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3.10. Milnor と Milgram の構成

学的意味を理解することは, どんな種類の幾何学を専攻するにしても必須である。 ここで
はこれ以上述べる余裕はないが, 読者にはトポロジーや微分幾何学の入門書により, これら
の空間の幾何学的な意味を理解しておくことをお薦めする。

3.10 Milnor と Milgram の構成

前節で, 直交群 O(k) の閉部分群になっているような位相群 G について普遍 G 束を構成
した。そこで書いたように, 多くのコンパクト群は O(k) の閉部分群になっているので, か
なりの位相群について, ファイバー束の分類定理が成り立つことが示されたことになるが,
もちろんコンパクトでない位相群もたくさんある。 それらについては分類定理は成り立た
ないのだろうか。

例 3.10.1. 整数の成す群 Z を考えよう。離散位相を入れてこれを位相群と思う。Z は離
散位相を持ち, 無限個の異なる点を含むので, コンパクトではない。 よって前節の構成は
使えない。しかし, 実は 普遍 Z 束は既に本書の中に現れているのである。演習問題 2.2.30
を思い出そう。 そこでは, 位相群の準同型

f : R −→ S1

がf(x) = e2πixで与えられていた。 これが主 Z 束であることを確かめるのは, それほど難
しくない。
R は可縮なので ∞連結, よって, f : R→ S1 は普遍 Z 束である。

演習問題 3.10.2. 演習問題 2.2.30 の写像 f : R→ S1 が主 Z束になることを示せ。

もちろんこの構成をそのまま他の群に一般化することはできないが, この例は, コンパク
トでない群についても, 普遍 G束が存在する可能性を示唆している。 本節では Milnor と
Milgram による, 一般の位相群に対する普遍 G束の構成を述べる。証明の細部は省略し,
構成のアイデアだけを解説することにする。

最初に, コンパクトとは限らない群に対しても適用できる普遍束の構成法を発見したの
は, J.W.Milnor [Mil56] である。彼は, 空間に対するジョイン (join) と呼ばれる操作の持
つある重要な性質に着目した。 まずジョインの定義を思い出そう。

定義 3.10.3. X と Y を位相空間とする。 X と Y のジョイン (join) X ∗ Y を次のように
定義する。

X ∗ Y = X × I × Y / ∼

ここで関係 ∼ は x, x′ ∈ X, y, y′ ∈ Y に対し

(x, 0, y) ∼ (x′, 0, y)

(x, 1, y) ∼ (x, 1, y′)
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3. ファイバー束の分類

図 3.16: ジョイン

で与えられている。
より一般に, 位相空間 X1, . . . , Xn に対し,

X1 ∗X2 ∗ · · · ∗Xn = (· · · ((X1 ∗X2) ∗X3) · · · ) ∗Xn

と定義する。

補題 3.10.4. 位相空間 X1, . . . , Xn に対し

X1 ∗X2 ∗ · · · ∗Xn
∼= {(t1, x1, . . . , tn, xn) ∈ I ×X × · · · × I ×X | t1 + · · ·+ tn = 1} / ∼

である。ここで同値関係 ∼ は

(t1, x1, . . . , 0, xi, . . . , tn, xn) ∼ (t1, x1, . . . , 0, x
′
i, . . . , tn, xn)

で与えられる。

演習問題 3.10.5. これを示せ。

Milnor の着目したジョインの性質とは, 次のものである。

補題 3.10.6. 任意の空でない位相空間 X に対し, X の (n+ 1) 個のジョインは (n− 1)連
結, つまり i < n に対し

πi(X ∗ · · · ∗X︸ ︷︷ ︸
n+1

) = 0

である。

証明. 省略。最も簡単な方法は Mayer-Vietoris のホモロジー完全列を使い, ホモロジーが
(n− 1) 次元まで消えている事を示し, Whitehead の定理により同じ範囲でホモトピー群が
消えている事を示すのであるが, ホモロジー群, Mayer-Vietoris 完全列, Whitehead の定
理などを導入するのは大変なので, ここでは証明しない。

普遍G束を構成するときにいちばん本質的なのは, G がうまく作用する空間で, そのホモ
トピー群が全て消えているものを見つけることだった。 上の補題によって, ホモトピー群
が全て消えている空間を作るためには, ジョインを無限回取れば良いことが分かる。G を
作用させるためには, 空間 X として G が作用しているものを取れば良い。最も単純なの
は X = G と取ることである。
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定義 3.10.7. 位相群 G と非負の整数か ∞ である n に対し

EnG = G ∗ · · · ∗G︸ ︷︷ ︸
n+1

とおく。G の EnG への作用
µ : G× EnG −→ EnG

を
µ(g; t1, g1, t2, g2, . . . , tn+1, gn+1) = (t1, gg1, t2, gg2, . . . , tn+1, ggn+1)

で定義し,
BnG = EnG/G

とおく。
n =∞ のときには

BG = B∞G

EG = E∞G

と書くことにする。

補題 3.10.6 より EnG は (n− 1)連結であり, もし射影

pn : EnG −→ BnG

が主 G 束になれば, これは n普遍束である。
ところが残念ながら, これはそのままではファイバー束になるとは限らないのである。

問題は EnG,BnG に商位相を入れたことである。 局所自明化を得るためには, 次のような
位相を入れなければならない。

定義 3.10.8. X1, . . . , Xn を空でない位相空間とする。1 ≤ i ≤ n である整数 i に対し写像

ti : X1 ∗ · · · ∗Xn −→ [0, 1]

を
ti([s1, x1, . . . , sn, xn]) = si

で定義する。また
ai : t

−1
i (0, 1] −→ Xi

を
ai([s1, x1, . . . , sn, xn]) = xi

で定義する。
X1 ∗ · · · ∗Xn の強位相 (strong topology) とは, 各 ti, ai が等化写像になる最も弱い (開

集合の数が少ない) 位相である。 つまり次のような集合を開集合の基とする位相である。
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3. ファイバー束の分類

• {[t1, x1, . . . , tn, xn] ∈ X1 ∗ · · · ∗Xn |α < ti < β}

• {[t1, x1, . . . , tn, xn] ∈ X1 ∗ · · · ∗Xn |xi ∈ U for some open U ⊂ Xi}

BnG の強位相とは EnG の G の作用による商空間としての等化位相と定義する。

定理 3.10.9 (Milnor). G を位相群とし, n を 0 以上の整数か ∞ とする。このとき
EnG,BnG に強位相を⼊れると, 射影

p : EnG −→ BnG

は主 G 束になる。

証明. 主束であること, つまり構造群のことは読者に任せることにして, 局所自明なファイ
バー束になることを証明しよう。そのためには BnG の開被覆でそれぞれの開集合の上で
EnG が自明になるものを見つけなければならない。Milnor の見つけた開被覆は次のもの
である。
0 ≤ j ≤ n に対し

Vj = {[s0, g0, . . . , sn, gn] ∈ BnG | sj ̸= 0}

とおく。強位相の定義のときに使った写像

tj : EnG −→ [0, 1]

から誘導された写像
t̃j : BnG −→ [0, 1]

を用いると
Vj = t̃−1

j ((0, 1])

となり, 強位相の定義から Vj は BnG の開集合である。 また明らかに

BnG =

n∪
j=0

Vj

である。
次に

pn : p−1
n (Vj) −→ Vj

の自明化を作ろう。

p−1
n (Vj) = p−1

n (t̃−1
j ((0, 1]))

= (t̃j ◦ pn)−1((0, 1])

= t−1
j ((0, 1])
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であるから, 強位相の定義に用いたもう一つの写像

aj : t
−1
j ((0, 1]) −→ G

を用いて
(pn, aj) : p

−1
n (Vj) −→ Vj ×G

が定義される。強位相の定義から, aj は連続であり, また

p−1
n (Vj) Vj ×G

Vj

��?
??

??
??

?
pn

//(pn,aj)

����
��
��
��

pr2

は可換になる。
よって後は (pn, aj) の逆写像

φj : Vj ×G −→ p−1
n (Vj)

を見つければよいのであるが, それは

φj(pn([t0, g0, . . . , tn, gn], g)) = [t0, gg
−1
j g0, . . . , tn, gg

−1
j gn]

で与えられる。φj が well-defined で (pn, aj) の逆写像になっていることはすぐに分かる。
最後に残った φj の連続性を考えよう。
まず φj は次の可換な図式に分解されることに注意する。

p−1
n (Vj)×G G× p−1

n (Vj) G×G× p−1
n (Vj)

G×G× p−1
n (Vj)

Vj ×G p−1
n (Vj)

//T

��

pn

//id×(aj ,id)

��
id×ν×id

��
µ◦(id×µ)

//φj

ここで T は順序を入れ替える写像, ν は G の逆元を取る写像, そして µ は G の EnG への
作用である。
この図式で左の縦の写像は等化写像だから, 左上から右に行って下に降りる合成が連続

であることが示されればよい。 その合成の中で強位相で連続であることが分かっていない
のは µ だけであるが, それは直接確かめてもそれほど難しくはない。
これで

pn : EnG −→ BnG

がファイバー束であることが示された。
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補題 3.10.6 の証明は強位相でも変更無しに通用するので, 次を得る。

系 3.10.10. EnG, BnG に強位相を⼊れると

pn : EnG −→ BnG

はn普遍主 G束になる。

系 3.10.11. 任意の位相群 G に対し, 主 G束の分類定理が成り⽴つ。

ファイバー束の分類定理のためには, この Milnor の構成で十分であるが, 実は普遍 G束
の底空間 BG は位相群 G についての重要な情報を持っていることが知られている。そこ
で, できるだけ良い性質を持った BG の構成法を見つけたい。中でも必要となるのが, 次の
二つの性質である。

1. 位相群の連続な準同型 f : G→ H に対し, “自然に”連続写像

Bf : BG −→ BH

が誘導される。

2. “自然な”同相 B(G×H) ∼= BG×BH がある。

Milnor の構成は最初の条件を満たす, つまり群の準同型

f : G −→ H

に対し
Ef : EG −→ EH

を
Ef([t0, g0, t1, g1, . . .]) = [t0, f(g0), t1, f(g1), . . .]

と置けば, これは
Bf : BG −→ BH

を誘導する。しかし二番目の条件は満足されない。
この点を改良したのが, Milgram の構成である。補題 3.10.4 より, Milnor の構成は

EnG = G ∗ · · · ∗G︸ ︷︷ ︸
n+1

= ∆n ×Gn+1/ ∼

とみなすことができた。ここで

∆n = {(t1, . . . , tn+1) | t1 + · · ·+ tn+1 = 1}

182



3.10. Milnor と Milgram の構成

は (n+ 1)単体である。
トポロジーを少しでも勉強したことがある人だと, 単体が出てきて思い出すのは単体分

割である。 古典的に, トポロジーでは空間を単体分割して, つまり単体の和集合として, 考
えることが多い。
現在では, 単体分割された空間の一般化として, 単体的集合 (simplicial set) とか単

体的空間 (simplicial space) などが導入され, 様々なところに応用されている [Cur71;
GZ67; GJ99; May92] のであるが, よく見ると Milnor の構成は単体的空間の幾何学的実現
(geometric realization) というものとよく似ている。 このことを正確にしたのが Milgram
の構成である。

Milgram の構成を説明するために, まず標準的な単体を正確に定義する。

定義 3.10.12. 0単体 (0-simplex) を

∆0 = {∗}

と定義する。n ≥ 1 に対して n単体 (n-simplex) を

∆n = {(t1, . . . , tn) ∈ Rn | 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn ≤ 1}

として Rn の部分空間として定義する。

例 3.10.13. 1単体は単位区間である。

∆1 = {t1 ∈ R | 0 ≤ t1 ≤ 1} = [0, 1]

2単体は

∆2 =
{
(t1, t2) ∈ R2

∣∣ 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ 1
}

であり絵に描けば,

となる。3単体は

となる。
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注意 3.10.14. ∆n−1 は ∆n の面として ∆n に含まれる。例えば, ∆2 は ∆3 の中の t1 =

0, t1 = t2, t2 = t3, t3 = 1 という式で与えられる四つの面と同相である。一般に ∆n は

t1 = 0

t1 = t2

t2 = t3
...

tn−1 = tn

tn = 1

という式で与えられる (n+ 1) 個の面を持つ。

これで Milgram の構成を述べる準備ができた。

定義 3.10.15. G を位相群として任意の n(0 ≤ n ≤ ∞) に対し

EnG =

(
n⨿
k=0

G×∆k ×Gk
)
/ ∼

と置く, ここで同値関係 ∼ は次の四つの関係で生成されたものである。

(g0; t1, . . . , tn; g1, . . . , gn) ∈ G×∆n ×Gn

に対し,

1. t1 = 0 のとき,

(g0; 0, t2, . . . , tn; g1, . . . , gn) ∼ (g0g1; t2, . . . , tn; g2, . . . , gn)

2. 1 ≤ k ≤ n− 1 に対し tk = tk+1 のとき,

(g0; t1, . . . , tn; g1, . . . , gn) ∼ (g0; t1, . . . , tk−1, tk+1, · · · , tn; g1, . . . , gk−1, gkgk+1, gk+2, . . . , gn)

3. tn = 1 のとき,

(g0; t1, . . . , tn; g1, . . . , gn) ∼ (g0; t1, . . . , tn−1; g1, . . . , gn−1)

4. 1 ≤ k ≤ n に対し gk = e のとき,

(g0; t1, . . . , tn; g1, . . . , gn) ∼ (g0; t1, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn; g1, . . . , gk−1, gk+1, . . . , gn)

G の EnG への作用
µ : G× EnG −→ EnG
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を

µ(g, (g0; t1, . . . , tn; g1, . . . , gn)) = (gg0; t1, . . . , tn; g1, . . . , gn)

で定義し

BnG = EnG/G

とおく。
位相は EnG も BnG も等化位相である。

射影

pn : EnG −→ BnG

が, 主 G束になることを期待して EnG, BnG を作ったのであるが, 残念ながら全ての位相
群について, これが局所自明性を持っているとは限らない。しかし, 単位元の近傍について
ある条件を満たしているような位相群については, 局所自明性を証明できる。その条件は
以下のものである。

定義 3.10.16. 位相空間 X とその閉部分空間 A について (X,A) が NDR対 (NDR pair,
neighborhood deformation retract pair) であるとは, 次の条件を満足する写像

u : X −→ [0, 1]

h : X × [0, 1] −→ X

が存在することである。

1. u−1(0) = A

2. U = u−1([0, 1)) とおくと

h : X × [0, 1] −→ X

は X 内での U の A への変異レトラクト, つまり

a) 任意の a ∈ A に対し h(a, t) = a

b) hX×{0} = 1X

c) h(U × {1}) ⊂ A

をみたすホモトピーである。

このとき, (h, u) を (X,A) の NDR表現 (NDR representation) という。
基点付き空間 (X,x0)が空間対としてNDR対のとき x0 を⾮退化な基点 (nondegenerate

base point) という。
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3. ファイバー束の分類

定理 3.10.17 (Milgram). 単位元が⾮退化な基点である位相群 G と⾮負の整数 n または
n =∞ に対し

pn : EnG −→ BnG

は主 G束になる。

注意 3.10.18. たいていの位相群 G はこの条件を満たす。例えば G が有限群や Z などの
離散位相を持つ群 (discrete group), または Lie 群の時, この条件が満たされているのは明
らかである。

定理 3.10.17 の証明. n についての帰納法で示す。
n = 0 のとき

E0G = G

B0G = {∗}

であるから, p0 は一点上の自明なファイバー束である。
pn が 主 G束であることが示されたと仮定して, pn+1 が主 G束であることを示そう。局

所自明化を見つけるために, Bn+1G の開被覆を見つけなければならないが

BnG ⊂ Bn+1G

は閉集合であるから Bn+1G−BnG は開集合, さらに

φn+1 : p−1
n+1(Bn+1G−BnG) = En+1G− EnG −→ (Bn+1G−BnG)×G

を
φ([g, t1, · · · , tn+1, g1, · · · , gn+1]) = ([t1, · · · , tn+1, g1, · · · , gn+1], g)

で定義すれば, これはwell-definedな同相写像である。
よって, 後は ∪

α

Uα ⊃ BnG

となる Bn+1G の開集合 Uα で, 各

pn+1 : p−1
n+1(Uα) −→ Uα

が自明化できるものを見つければよい。
帰納法の仮定より

pn = pn+1|EnG : EnG −→ BnG

は主 G束だから, BnGの開被覆
BnG =

∪
α

Vα
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3.10. Milnor と Milgram の構成

とそのそれぞれの開集合上での自明化

ψα : p−1
n (Vα)

∼=−→ Vα ×G

が存在する。
BnG が Bn+1G の開集合ではないため, この Vα は Bn+1G の開集合にはならないが, Vα

を少し膨らませれば Bn+1G の開集合になりそうである。そのために (G, e) が NDR対であ
るという仮定が必要なのである。
まず (∆n+1, ∂∆n+1) と (G, e) が NDR対であるということと, NDR対の直積はまた NDR

対であるという事実から, (Bn+1G,BnG) が NDR対であるということが分かる。その NDR
表現を (h, u) とし

r(x) = h(x, 1)

により
r : Bn+1G −→ Bn+1G

を定義すると, NDR対の定義から r は u−1([0, 1)) の BnG の上へのレトラクトを与え

r : u−1([0, 1)) −→ BnG

を得る。そこで
Uα = r−1(Vα)

とおくと u−1([0, 1)) は Bn+1G で開集合だから Uα は Bn+1G の開集合である。これで∪
α

Uα ⊃ BnG

となる開集合が見つかった。局所自明化写像

φα : p−1
n+1(Uα) −→ Uα ×G

を見つけるために, p−1
n+1(Uα) を考えよう。

まず (Bn+1G,BnG) の NDR表現を作ったのと全く同様の構成を行えば, (En+1G,EnG)

の NDR表現 (h̃, ũ) で次の図式を可換にするものが作れる。

En+1G× I En+1G En+1G I

Bn+1G× I Bn+1G Bn+1G I
��

pn+1

//h̃

��

pn+1

��

pn+1

//ũ

��

∥

//h //u

G× En+1G× I G× En+1G G× En+1G En+1G

En+1G× I En+1G En+1G I
��

µ×id

//id×h̃

��

µ

��

µ

//pr2

��
ũ

//h̃ //ũ
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3. ファイバー束の分類

h̃ を用いて r と同様に
r̃ : En+1G −→ En+1G

を作れば,
p−1
n+1(Uα) p−1

n (Vα)

Uα Vα

��

pn+1

//r̃

��

pn

//r

は可換となる。そこで
φα : p−1

n+1(Uα) −→ Uα ×G

を
φα(x) = (pn+1(x), pr2(ψα(r̃(x)))

で定義すると
p−1
n+1(Uα) Uα ×G

Uα
$$JJ

JJJ
J

pn+1

//φα

zzttt
ttt

t
pr1

は可換になる。よってあとは φ の逆写像を作るだけである。
求める写像は

φ−1
α : Uα ×G −→ pn+1(Uα)

という形であるが, まず
γα : p−1

n+1(Uα)×G −→ p−1
n+1(Uα)

を
γα(x, g) = g(pr2 ◦ψα ◦ r̃)(x)−1x

で定義する。この写像は明らかに連続であり, g′ ∈ G に対し

γα(g
′x, g) = g(pr2 ◦ψα ◦ r̃)(g′x)−1g′x

= g(g′(pr2 ◦ψα ◦ r̃)(x))−1g′x

= g(pr2 ◦ψα ◦ r̃)(x)−1g′
−1
g′x

= g(pr2 ◦ψα ◦ r̃)(x)−1x

= γα(x, g)

が成り立つ。よって well-defined な写像

γ̄α : Uα ×G −→ p−1
n+1(Uα)

を誘導する。これが φα の逆写像になっていることは容易に分かる。
n = ∞ のときを証明するためには, 各 pn の局所自明化の“極限”を取って局所自明化を

作るのであるが, 詳細は省略する。
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3.10. Milnor と Milgram の構成

注意 3.10.19. 上の証明のように, Milgram は [Mil67] で具体的に局所自明化を作ったの
であるが, Milgram の構成およびその他の分類空間の構成を詳しく考察した Steenrod は,
論文 [Ste68] で別証を与えている。彼のアイデアは, 以下の通りである。

1. E∞G に G が閉部分群になるような位相群の構造を入れる。

2. G で E∞G を割った空間が B∞G になることを示す。

3. 射影

E∞G −→ B∞G (3.15)

が局所断面を持つことを示し, 定理 2.5.46 によりこれが主 G束になることを言う。

4. 射影

EnG −→ BnG (3.16)

は, 包含写像

BnG ↪→ B∞G

による (3.15) のプルバックなので, (3.16) も主 G束になる。

ここで面白いのは, E∞G に位相群の構造を入れてしまうことと, n についての帰納法で
(3.16) が主束になることを証明するのではなく, いきなり n =∞ の場合を証明してそれか
ら一般の n の場合を導くことである。興味を持った読者は [Ste68] を読んでみると良いで
あろう。

さて, 今欲しいのは全空間のホモトピー群が消えている主 G束である。予想されるよう
に (3.15) が, その求める主 G束になるのであるが, E∞Gのホモトピー群が全て 0 になるこ
とを示すのに次の事実を使う。

補題 3.10.20. X を Hausdorff空間とし, {Xn}i=1,2,··· を次の条件を満たす X の閉部分空
間の列とする。

1. Xn ⊂ Xn+1

2. X = ∪∞n=1Xn

3. X は {Xn} という被覆に対し弱位相を持つ

4. 各 n について包含写像 Xn ↪→ Xn+1 は null-homotopic になる

すると任意の i について πi(X) = 0 である。
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3. ファイバー束の分類

証明. [f ] ∈ πi(X) を取る。それは基点を保つ連続写像

f : Si −→ X

で代表される。最初の三つの条件は補題 3.9.5 の条件であり Si はコンパクトなので

f(Si) ⊂ Xn

となるような n が存在する。よって f は次のように分解できる。

Si X

Xn Xn+1

//f

���
� �
��
� �
�

//

OO� � �� � � ��

しかし最後の条件より Xn ↪→ Xn+1 は null-homotopic なので, 上の可換図式から f も
null-homotopic になる。よって

[f ] = 0 ∈ πi(X)

となる。

演習問題 3.10.21. {EnG}n=1,2,··· がこの補題の最初の三つの条件, つまり補題 3.9.5 の条
件を満たすことを確かめよ。

上の補題より E∞G が ∞連結であることを示すには, 全ての n について

EnG ↪→ En+1G

が null-homotopic であることを示せばよい。 しかし具体的にホモトピーを作るのは難し
くない。

命題 3.10.22. 包含写像
EnG ↪→ En+1G

は定値写像にホモトピックである。

証明. EnGの点は (g0; t1, · · · , tn; g1, · · · , gn) と書ける。ここで tn = 1 ならこの点は En−1G

に入っている。よって各 ti を 1 に持っていくホモトピーを作ればこの点は g0 ∈ E1 にいっ
てしまう。 そのようなホモトピー

h : I × I −→ I

として例えば
h(t, s) = min{1, s+ t}
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3.10. Milnor と Milgram の構成

があるが, 最後に残った g0 を消すためには少し工夫が必要になる。 そのためにホモトピー
の行き先として EnG ではなく En+1G が必要になるのである。具体的には

H : EnG× I −→ En+1G

を
H(g0; t1, · · · , tn; g1, · · · , gn; s) = (e, h(0, s), h(t1, s), · · · , h(tn, s); g0, g1, · · · , gn)

で定義すれば

H(g0; t1, · · · , tn; g1, · · · , gn; 0) = (e, h(0, 0), h(t1, 0), · · · , h(tn, 0); g0, g1, · · · , gn)

= (e; 0, t1, · · · , tn; g0, g1, · · · , gn)

= (g0; t1, · · · , tn; g1, · · · , gn)

H(g0; t1, · · · , tn; g1, · · · , gn; 1) = (e, h(0, 1), h(t1, 1), · · · , h(tn, 1); g0, g1, · · · , gn)

= (e; 1, 1, · · · , 1; g0, g1, · · · , gn)

= (e; 1, · · · , 1; g0, · · · , gn−1)

...

= (e; 1; g0)

= e

となり H が求めるになる。

注意 3.10.23. このホモトピーが E∞G 全体で定義されていることはすぐにわかる。 つま
り E∞G はホモトピー群が全て消えているだけでなく, 実は可縮な空間なのである。補題
3.10.20 は必要なかったのであるが, この補題を用いてホモトピー群が消えていることを
示すテクニックは重要なので, 敢えてこの証明を紹介してみた。

系 3.10.24. 任意のiについてπi(E∞G) = 0よって

p : E∞G −→ B∞G

は普遍 G-bundleである。

注意 3.10.25. これまでの話では, 微分可能性 (smoothness) などは何も考慮にいれず議論
してきたが, 実際には全て可微分多様体として考えるなければならないことも多い。 例え
ば, 現代の微分幾何はファイバー束の幾何学であると言っていいほど, そこではファイバー
束の概念が重要な役割を果たしているのであるが, 当然そのときは全ての空間は可微分多
様体であるし, 写像は全て微分可能である。
その意味では, これまでの構成の中で Grassmann 多様体を用いたものが最もよさそ

うである。実際, ベクトル束や主束の不変量として重要な特性類は, 主束の分類定理と
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3. ファイバー束の分類

Grassmann 多様体のコホモロジーを用いて定義するのが最も一般的であるが, Grassmann
多様体の de Rham コホモロジーの元とみなしたときには, それらを代表する微分形式自体
に重要な意味がある。例えば, Chern-Simons による secondary characteristic class など
である。
また無限次元の Grassmann 多様体自体, 様々なところに現われる重要な研究対象であ

る。例えば KdV (Kortweg de Vries) 方程式やループ群との関連は Segal と Wilson の論
文 [SW85] を読むといいだろう。

分類空間はそれ自体重要な研究対象である。例えば G が離散群, つまり離散位相をもつ
位相群の場合,

π1(BG) ∼= G

であり, また BG のコホモロジーと代数的に定義された G のコホモロジーが同型になるこ
とが知られている。 分類空間の研究は現在の代数的トポロジーの中でも大きな分野を確立
したと言える。
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4 重要なファイバー束の例

順序が逆のような気がするが, 第I部を終る前に, ファイバー束の特別な場合, そして代表
的な例である, 被覆空間とベクトル束について簡単に述べておきたい。

4.1 被覆空間

被覆空間を勉強したことのある人は, 被覆ホモトピー定理¹が, 被覆空間の持つ道やホモ
トピーのリフトの存在に関する性質と, 良く似ていることに気が付いたかもしれない。 実
際, 被覆空間はファイバー束の特別な場合と考えることができる。 本節で, その基本的な
性質を前章までに得られたファイバー束の性質から証明してみよう。

4.1.1 ファイバー束としての被覆空間

まずここで用いる被覆空間の定義は以下のものである。

定義 4.1.1. F をファイバーとするファイバー束 p : E → B は, F が離散位相を持つとき,
被覆空間 (covering space) と呼ばれる。

この定義は, 標準的なトポロジーの教科書で用いられているものとは, 少し異なる。例え
ば, 底空間 B や全空間 E が連結であるとは仮定されていない。逆に, 全空間が連結である
と仮定すると, 「自明な被覆空間」を扱うことができなくなってしまうので, ファイバー束
の理論を翻訳するのが面倒になる。
被覆空間をファイバー束とみなすと, 被覆空間の間の写像を考えるのも簡単である。

定義 4.1.2. 被覆空間 p : E → B から p′ : E′ → B′ への被覆写像とは, ファイバーを保つ写
像²のことである。

さて, まずはファイバー束の定義をファイバーが離散位相を持つ場合に翻訳してみよ
う。

¹定理 3.3.16
²定義 3.1.1
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定理 4.1.3. B が連結のとき, p : E → B が被覆空間であるための必要⼗分条件は, 以下の
ものである。任意の x ∈ B に対し, その開近傍 Ux と, x 上のファイバーの各点 y ∈ p−1(x)

の開近傍 Ũy が存在し, 以下の条件をみたす:

1. y ̸= y′ ならば Ũy ∩ Ũy′ = ∅ である。

2. p|Ũx
: Ũy → Ux は同相写像である。

証明. まず, p : E → B が被覆空間であるとし, F をそのファイバーとする。 ファイバー束
の定義から, 各 x ∈ B に対し, その開近傍 Ux と同相写像 φx : p−1(Ux)

∼=−→ Ux × F で図式

p−1(Ux) Ux × F

Ux

//φx

��?
??

??
??

?

p
����
��
��
��
�

pr1

を可換にするものが存在する。ここで, 各 y ∈ p−1(x) ⊂ p−1(Ux) に対し

Ũy = φ−1
x (Ux × {pr2(φx(y))})

とおく。 すると, F が離散位相を持つことより, pr1 |Ux×{pr2(φx(y))} が Ux × {pr2(φx(y))}
と Ux の間の同相写像となり, 図式の可換性から p|Ũy

: Ũy → Ux も同相写像となる。また
φx が同相写像であることより, Ũy は y の開近傍になり, y ̸= y′ ならば Ũy ∩ Ũy′ = ∅ とな
る。
逆に, 各点 x ∈ B と y ∈ p−1(y) に対し, 条件をみたす Ux と Ũy が存在したとする。条件

から
p−1(Ux) =

∪
y∈p−1(x)

Ũy

となるが, Ũy は開集合かつ互いに交わらないので, p−1(x) は離散位相を持つ。また p から
同相写像

φx : p−1(Ux)
∼=−→ Ux × p−1(x)

を得る。この同相写像は

p−1(Ux) Ux × p−1(x)

Ux

//φx

$$JJ
JJJ

JJJ

p zzttt
ttt

ttpr1

を可換にする。また, 同相写像 φx の存在は, x′ ∈ Ux に対し, 全単射

p−1(x) ∼= p−1(x′)

があることも示している。B が連結で {Ux}x∈B が B の開被覆であることから, 任意の
x, x′ ∈ B に対し, 全単射 p−1(x) ∼= p−1(x′) があることが分かる。
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ここで, x0 ∈ B を固定し, F = p−1(x) とおくとこれは離散位相を持ち, p は F をファイ
バーとするファイバー束であることが分かる。

注意 4.1.4. B が連結ではないときは, 各連結成分上でファイバーが異なるかもしれないこ
とに注意する。

定理 4.1.3 により, 被覆空間がファイバー束の特別な場合であることが分かった。 次
に考えることは, ファイバー束の様々な性質を翻訳することである。 構造群については
§4.1.3 で考えることにし, 次節では被覆ホモトピー定理からの帰結について調べる。

4.1.2 道とホモトピーのリフト

ファイバー束の持つ最も重要な性質の一つが, 被覆ホモトピー性質 (CHP) だった。被覆
空間の場合には, ファイバーが離散位相を持つことから, 更にリフトの一意性というとても
有用な性質が得られる。
まず, 道のリフトを考えよう。系 3.3.16 で X が1点の場合を考えると次を得る。

系 4.1.5 (被覆空間の道のリフト). p : E → B を被覆空間とする。任意の連続な道 ℓ :

[0, 1]→ B と y ∈ E で p(y) = ℓ(0) をみたす点に対し, E の連続な道

ℓ̃ : [0, 1] −→ E

で p ◦ ℓ̃ = ℓ かつ, ℓ̃(0) = y となるものが⼀意的に存在する。

証明. 一意性以外は, 系 3.3.16 そのものなので, 一意性を確かめよう。

同様に, ホモトピーのリフトが存在する。

系 4.1.6. 被覆空間 p : E → B と連続な道 ℓ : [0, 1]→ B のリフト ℓ̃ : [0, 1]→ E が与えられ
ているとする。任意のホモトピー

H : [0, 1]× [0, 1] −→ B

で H|[0,1]×{0} = ℓ であるものに対し, H のリフト H̃ で H̃|[0,1]×{0} = ℓ̃ となるものが⼀意的
に存在する。

証明.

4.1.3 被覆変換群と基本群

次に構造群を考えよう。

定義4.1.7. Gを離散位相を持つ空間 F に (左から)作用する群とする。被覆空間 p : E → B

は, G を構造群に持つとき, G被覆と呼ばれる。
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4. 重要なファイバー束の例

注意 4.1.8. 通常は G が Homeo(F ) = Aut(F ) の部分群である場合を考える。

被覆空間の場合, 構造群は被覆変換群と呼ばれる群と深い関係にある。

定義 4.1.9. 被覆空間 p : E → X に対し

Aut(p) = Aut(E/X) = {f : E → E | f 同相写像, p ◦ f = p
}

と定義し, 写像の合成で群とみなす。これを p の被覆変換群 (covering transformation
group) という。

基本群と被覆変換群の関係の基本は次のものである。

定義4.1.10. 被覆空間 p : E → X の全空間 Eが連結であるとする。x0 ∈ X と e0 ∈ p−1(x0)

をとる。e ∈ E と γ ∈ Ω(X,x0) に対し, ℓ∗(e) ∈ E を以下のように定義する: e0 を始点とす
る ℓ のリフト ℓ̃ をとり,

ℓ∗(e) = ℓ̃(1)

とする。

道のリフトの一意性より, これは well-defined である。そして, この対応を Ω(X,x0) の
E への作用のようにみなしたいところであるが, 第II部 [FibII] §1.3 でみるように, 残念な
がら Ω(X,x0) は「積」は持つものの群ではない。 ホモトピックの関係で同値類をとり, 基
本群にしてしまえば群になるので, 作用が定義できそうである。実際には, 少し条件が必要
である。

命題 4.1.11. 上の定義の仮定の下で, 更に p∗(π1(E, e0)) が π1(X,x0) の正規部分群である
とする。すると π1(X,x0) の E への左作⽤が誘導される。

証明.

普遍束に対応するのは, 当然普遍被覆である。基本群との関係から, 以下のように定義す
るのが妥当であることが分かる。

定義 4.1.12. 連結な空間 X 上の被覆空間 p : E → X は, E が単連結であるとき普遍被覆
(universal covering) と呼ばれる。

4.2 ベクトル束

§1.1 で, ファイバー束を考える動機を説明するために挙げたのは, 2次元球面 S2 の接束
だった。一般に, 可微分多様体の接束はベクトル束という特別な構造を持ち, 線形代数の一
般化を考えることができる。またベクトル束は, K理論の「生成元」となるものでもあり,
様々な分野で基本的な役割を果している。 本節でその基本的な性質を述べ, 第I部の締め括
りとしたい。
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4.2. ベクトル束

4.2.1 ベクトル束とその分類

定義 4.2.1. ファイバー束は, そのファイバーが R 上の有限次元ベクトル空間 Rn であり,
構造群が GLn(R) であるとき, 階数 n の (実) ベクトル束 (vector bundle) という。 ファイ
バーが C 上の有限次元ベクトル空間 Cn であり, 構造群が GLn(C) であるときは, 複素ベク
トル束 (complex vector bundle) という。
位相空間 X 上の階数 n の実ベクトル束と複素ベクトル束の同型類の集合を, それぞれ

Vectn(X) と VectCn(X) とかく。

ベクトル束は principal GLn(R)-bundle に同伴したファイバー束である。よって, その
分類は, principal GLn(R)-bundle や GLn(C)-bundle の分類に帰着される。 つまり,

Vectn(X) ∼= PGLn(R)(X)

VectCn(X) ∼= PGLn(C)(X)

である。 ところが, 一般線形群 GLn(R) や GLn(C) はコンパクトではないので, 分類空間
を考えるときには無駄が多い。その極大コンパクト部分群 O(n) や U(n) を考えれば十分
である。

命題 4.2.2. 包含写像 O(n) ↪→ GLn(R), U(n) ↪→ GLn(C) は, 分類空間の間のホモトピー同
値写像

BO(n)
≃−→ BGLn(R)

BU(n) ≃−→ BGLn(C)

を誘導する。

証明.

系 4.2.3. パラコンパクト Hausdorff 空間 X について, ⾃然な全単射

Vectn(X) ∼= [X,BO(n)]

VectCn(X) ∼= [X,BU(n)]

がある。

つまり, 階数 nの実ベクトル束の分類は主 O(n) 束の分類に帰着されるわけであるが, こ
のことを見るだけなら主束の分類定理を使う必要はない。 ここで実際に構造群を O(n) に
簡約してみよう。アイデアは, 線形代数の Gram-Schmidtの直交化を用いることである。
よって内積が必要になる。

定義 4.2.4. 実ベクトル束上の計量とは,
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4. 重要なファイバー束の例

パラコンパクト Hausdorff の条件があれば, 任意のベクトル束上に計量を定義できる。

命題 4.2.5.

そして, 計量があれば, 構造群を O(n) もしくは U(n) に簡約できる。

定理 4.2.6.

実ベクトル束の場合, 更に構造群を SO(n) まで簡約できることは重要な意味を持つ。

定義 4.2.7. 階数 n の実ベクトル束は, 構造群を SO(n) に簡約できるとき向き付け可能
(orientable) という。

4.2.2 ベクトル束に対する操作

ベクトル束はベクトル空間を束ねたものなので, ベクトル空間に対する各種操作が「大
域化」できそうである。実際, 接束に対するそのような操作は, 微分幾何学の基本となって
いる。

定義 4.2.8 (直和). ベクトル束 E → X と E′ → X に対し, E ⊕ E′ を以下のように定義す
る。

定義 4.2.9 (Hom束). ベクトル束 E → X と E′ → X に対し, Hom(E,E′) を以下のように
定義する。
特に, E′ が 1 次元の自明束 X × R の場合, E∗ = Hom(E,X × R) と書き, E の双対ベク

トル束 (dual vector bundle) という。

定義 4.2.10 (テンサー積). ベクトル束 E → X と E′ → X に対し, E ⊗E′ を以下のように
定義する。

定義 4.2.11 (外積). ベクトル束 E → X に対し, ∧kE を以下のように定義する。
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G-equivariant, 96
G同変, 96
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n-universal, 154
n普遍, 154
n連結, 137
1の分割, 117

adjoint, 33
annulus, 8

base point, 138
base point preserving map, 138
base space, 10
based homotopy set, 138
based space, 138
bundle isomorphism, 97
bundle map, 95

Cayley, 27
cell, 129
cell complex, 129
cell decomposition, 128
characteristic map, 129
compact-open topology, 34
complex projective space, 62
cone, 128
conjugation, 47
connecting homomorphism, 159
contractible, 121
contraction, 121

coordinate transformation, 20
covering homotopy theorem, 118
covering space, 191
cross-section, 75
CW複体, 133

dihedral group, 50

equivariant, 96
evaluation map, 45
exact, 155
exact sequence, 156

fiber, 10
fiber bundle, 10
fiber product, 109
fiber-preserving map, 92
folding map, 142

general linear group, 26
geometric realization, 180
Grassmannian manifold, 172
Grassmann多様体, 172
Graves, 27
group, 23

homomorphism, 29
homotopic, 110
homotopy, 110
homotopy group, 138
homotopy long exact sequence, 164
homotopy set, 135
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Hopf bundle, 15

induced homomorphism, 154
isomorphism, 29

join, 175

Lebesgue数, 113
lens space, 62
local cross-section, 76
local trivialization, 10
locally compact, 36
long exact sequence, 156

monoid, 40

NDR pair, 182
NDR representation, 183
NDR対, 182
NDR表現, 183
normal, 112
numerable, 118

octonion, 27
orbit, 57
orthogonal group, 26

paracompact, 119
partition of unity, 117
pinch, 141
pointed map, 138
pointed space, 138
principal bundle, 78
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pullback, 104, 109

quotient map, 60
quotient topology, 58

real projective space, 61
reduce, 56
reduced cone, 141
regular, 36

simplicial set, 180
simplicial space, 180
Stiefel manifold, 169
Stiefel多様体, 169
strong topology, 177
structure map, 24
structure group, 21
sup norm, 41

topological group, 25
topological monoid, 40
torus, 8
total space, 10
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trivial, 11

unitary group, 26
universal bundle, 154
Urysohnの補題, 113

weak topology, 133, 166
wedge, 141

ウェッジ和, 141
コンパクト一様収束位相, 42
コンパクト開位相, 34
ジョイン, 175
トーラス, 8
パラコンパクト, 119
ファイバー, 10
ファイバーを保つ写像, 92
ファイバー束, 10
ファイバー積, 109
プルバック, 104, 109
ホモトピック, 110
ホモトピー, 110
ホモトピー群, 138
ホモトピー集合, 135
モノイド, 40
ユニタリ群, 26

一様収束位相, 42
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一般線形群, 26
主束, 78
二面体群, 50
位相モノイド, 40
位相群, 25
作用, 46

全空間, 10
八元数, 27
共役, 47
分類定理, 136
切断, 75
制限, 109
単体, 180
単体的空間, 180
単体的集合, 180
可縮, 121
同値, 97
同型, 29, 97
同型写像, 29
商位相, 58
商空間, 57
四元数, 27
基点, 138
基点を保つ写像, 138
基点付きホモトピー集合, 138
基点付き空間, 138
完全, 155
完全列, 156
実射影空間, 61
対称コンパクト開位相, 38
射影, 10
局所コンパクト, 36
局所切断, 76
局所有限, 119
局所自明化, 10
幾何学的実現, 180
底空間, 10
座標変換, 20
引き戻し, 103

弱位相, 166
強位相, 177

推移的, 64
断面, 75
普遍束, 154
有限複体, 135
束写像, 95
束同型写像, 97
構造写像, 24
構造群, 21
次元, 135
正則, 36
正規, 112
準同形, 29

無限次元球面, 165
特性写像, 129
特殊直交群, 26
直交群, 26
等化位相, 58
等化写像, 60
簡約, 56
細分, 119
群, 23

胞体, 129
胞体分割, 128
胞体近似定理, 146
胞複体, 129
自明, 11
被覆ホモトピー定理, 118
被覆空間, 191
複素射影空間, 62
誘導された準同形, 154
貼り付け, 132
軌道, 57

連結準同形, 159
部分群, 28
部分複体, 135
錐, 128
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